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PRESENTACION 


Este volumen de 'Complementos y Ejer— 
cicios de Análisis Matemático" fue escri- 
to por el autor con el objeto de ampliar y 
brindar la ejercitación adecuada a su obra 
"Lecciones de Análisis Matemático", vo= 
lumen I, edición 1967, EUCA, Buenos Ai- 
res. 


Está constituido por diecinueve capítulos 
correspondientes conlos de la obra citada. 
Para comodidad del lector están precedi— 
dos por una Introducción, con el títu- 
lo Nociones de Matemática Ele- 
mental, en la cual se hace una breve re 
visión de algunas partes fundamentales del 
álgebra y de la trigonometría, cuyo cono- 
cimiento es indispensable para el estudio 
del Análisis Matemático. 
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INTRODUCCION 
Nociones de matemática elemental 


1 - NUMEROS RACIONALES. 

Los primeros números que se estudian son los números enteros abso- 
lutos 0,1, 2,3, ... , para los que se establecen los conceptos de igualdad y 
de desigualdad y se definen las cuatro operaciones de adición, sustracción, multi- 
plicación y división. Sin embargo, la diferencia a-b existe solamente si a>b 
y el cociente a:b si bf0 y a esmúltiplo de b. 

Con e: objeto de que sea siempre posible la división a:b (con b*0) se intro= 
ducen posteriormente las fracciones absolutas del tipo e , Gon a, b, 
enteros absolutos y bX0, Los enteros y las fracciones absolutas constituyen encon 
junto los denominados números racionales absolutos a los que se ex — 
tienden todos los conceptos ya establecidos para los números enteros y se definen 
las cuatro operaciones corrientes. La adición, la multiplicación y la división (con 
el divisor distinto de 0 ) resultan siempre posibles,mientras que para la sustrac 
ción queda la restricción de que el minuendo no debe ser menor que el sustraendo. 

Para eliminar esta excepción se realiza una sucesiva ampliación del concepto de 
número introduciendo los números racionales relativos (positivos, nu- 
los, negativos). Sobre éstos, las citadas cuatro operaciones son siempre posi bles 
(salvo, como de costumbre, la división por cero). 

Sobre los números racionales relativos se define también la operación de eleva- 


ción a potencia con exponente entero positivo, nulo o negativo, según las conocidas 


definiciones: si n es un entero positivo mayor que 1* se define la potencia a” ca 


2 un 


mo el producto de n factores a iguales entre sí, conviniéndose después que se 


a alza, Sucesivamente se pone (pero ya suponiendo az0): ad=1 , ad=Í_ 


n 
a 


La operación de elevación a potencia presenta dos operaciones inversas porque, 
considerada la relación a"=b » Nos podemos proponer encontrar a siendo da- 
dos b, n (extracción de rafz) oencontrar n habiendo sido dados a, b 
(cálculo de logaritmo). Se ve fácilmente que si utilizamos solamente números 
racionales y exponentes enteros, estas dos operaciones no son, en general, posi— 
bles. Por ejemplo, no existe ningún número racional que sea raíz cuadrada de 2; 
ño éxiste ningún número entero n talque 10"=2, 

Se presenta así la necesidad de extender nuevamente el concepto de número y tal 
necesidad resulta también impuesta por el problema de la medición de magnitudes 
(véase el sucesivo NO 6). Se llega así al concepto de número real que, sin 
embargo, no es todavía suficiente para el cálculo de las raíces y de los logaritmos; 
será necesaria una ulterior extensión con la introducción de los números com 


plejos (ver LECCIONES, Cap. XI). 


2 - NUMEROS REALES 

Los números reales pueden definirse de varias maneras; aquí nos limitaremos a 
recordar aquélla que se apoya en la noción de cortadura en el campo ra- 
cional. 

Para explicar de qué se trata hagamos previamente una observación relativa a 
los números racionales. 

Fijado cualquier número racional a, dividamos todos los números raciona les 
en dos clases" A, B, poniendo en la clase A a todos los números racionales 

- que son < a yenla clase B atodos aquéllos que son > a. Diremos que con 


esto se ha realizado una cortadura (A, B) del campo de los números raciona- 
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les. Observemos que, en tal cortadura, la clase A contiene un número máximo (se 
trata del número a), mientras que la clase B no contiene un número mínimo. A 
la cortadura en estudio se la considera como un ente coincidente con el número ra- 
cional a yseescribe (A,B)=a. 

Se habría podido también poner en una clase A' todos los números racionales <a 
yenotra B' aquéllos 32 ; enestecaso A! hubiera carecido de máximo 
mientras que B' resultaría con el mínimo a. También una cortadura (A',B'), 
de este tipo, se considera como idéntica al número racional a y, por ende, a la 
cortadura (A,B) antes considerada, 

Obsérvese que imaginando un número racional a como una cortadura del cam- 
po racional (del modo dicho) estamos representando, en esencia, tal a median— 
te la totalidad de los números racionales que lo aproximan por defecto (aquéllos 
de clase A O A')o por exceso (los de la clase B o B'). 

Dicho lo cual se ve inmediatamente que este concepto de cortadura (A, B) del 
campo racional puede ser generalizado, prescindiendo de la propiedad que la clase 
A tenga un máximo ola B un mínimo, pero manteniendo el hecho de que las 
dos clases contengan en conjunto todos los números racionales y que todo núméro 
de la clase A sea menor que todo número de la clase B. Es así que podremos 
decir que se ha realizado una cortadura (A,B) del campo racional todas las veces 
que, con cualquier ley, se haya dividido a los números racionales en dos clases A, 
B_ de modo que valgan las siguientes propiedades: 

«X) todo número racional pertenece a una y solamente a una de las dos clases; 
(9) - todo número de la clase A es menor que todo número dé la clase B. 
Puede suceder que en la cortadura (A,B) la clase A contenga un número racia 


áximo, o que la B admita un número racional mínimo”? y entonces, como 


(*) Los dos hechos no pueden presentarse simultáneamente. En efecto; si A admi- 


1 
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ya se ha dicho, se considera a la cortadura como la misma cosa que dicho número 
racional, 

Pero puede también suceder que la cortadura sea tal que tanto A carezca de 
máximo como B de mínimo. Por ejemplo, si ponemos en B_ todos los núme - 
ros Facióbales positivos cuyo cuadrado es mayor que 2 yen A todos los res- 
tantes, se ve inmediatamente que se ha logrado efectivamente definir una cortadu- 
ra del campo racional según la definición dada; sin embargo, la clase A nocon- 


tiene un número máximo ni la B un número mínimo. En efecto; sí a es cual- 


2-2? 


2a+1 
es todavía un número racional (más grande que a) perteneciente a la clase A, 


quier número racional > 1 y perteneciente a A, el número a+p con p= 


ya que al ser 0<p<l será p(2a+p) < p(2a+1), o sea, p(2a+p) < 2-2? o, lo que 


es lo mismo, (p< 2, Análogamente si b es cualquier número de la clase 
2 
B, se ve inmediatamente que» b- ya 


es menor que b y pertenece todavía a 
B. 

Ahora bien; a una cortadura cualquiera (A, B) del campo racional, se la conside- 
ra como un ente numérico al que se le da el nombre de número real, La totalidad 
de los números reales coincide con la totalidad de las cortaduras del campo racio- 
nal; en dicha totalidad está comprendida la de los números racionales que, como ya 
ha sido dicho, corresponden a aquellas cortaduras particulares (A,B) en las que A 
tiene un máximo o B un mínimo. 

Los números reales queno son racionales, es decir,que corresponden a cortadu 
ras (A,B) del campo racional en las que ni A tiene máximo, ni B mínimo, se 
denominan números irracionales. 


A menudo es útil indicar con una sola letra al número real individualizado por 


tiese un máximo p y B un mínimo q , el número racional P 212 no perto» 
. necería a ninguna de las dos clases. 
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una determinada cortadura (A,B) del campo racional, y se escribe, por ejemplo , 
(A,B)= 
3 - OPERACIONES SOBRE LOS NUMEROS REALES. 

Dos números reales A=(A,B), A=(A!, B!) serán considerados iguales 
cuando la clase A coincide con la clase A' (y, porende, B con B'),o tam 
bién (cfr. el No precedente) cuando A tiene un máximo y B' un mínimo igua— 
les entre sf, 

Se dice que el número real A =(A,B) es mayor que oL =(A!, B!) Lo que o 
es menor que 7 cuando la clase A contiene a la clase A' y no se verifica el 
segundo caso de igualdad arriba contemplado. Los números reales > 0 se denomi- 
nan positivos ylos <0 negativos, 

Se ve inmediatamente que si A=(A,B) es un número irracional, todos los nú= 
meros racionales de la clase A son menores que (X y aquéllos de la clase B 
son mayores que O“. Entonces, la definición dada de número real responde toda- 
vía al concepto de representar tal número mediante la totalidad de los námeros ra- 
cionales que lo aproximan por defecto y la totalidad de los que lo aproximan por ex 

¡ ceso, tal comose ha visto en el NO precedente enel caso de los numeros racionales. 

Dado un número real AX =(A,B), si se cambian de signo todos los números de las 
clases A, B, se obtienen dos nuevas clases, que se pueden indicar con -A,-B, 
Se reconoce inmediatamente que (38, -A) es una cortadura del campo racional; el 
número real que le corresponde se denomina el opuesto de (X yse indica 
con — OC, Según que A sea positivo, nulo o negativo, su opuesto — X resultará 
negativo, nulo o positivo, respectivamente. 

Se denomina valor absoluto o módulo de Ak y se lo indica conlac, 
al propio número, si (0 es positivo o nulo,o a su opuesto, si XA es negativo. 


Dados dos números reales A =(A,B), (X =(A',B') puede considerarse la clase 
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M obtenida sumando, de todos los modos posibles, un número de A conunnú-= 
mero de A' -ylaclase N formada por todos los números racionales que no fi- 
guran en M. Se demuestra fácilmente que (M, N) es una cortadura del campo racio— 
nal; su correspondiente número real se llama suma de los dos números %, o 
y se indica con A + e. La suma de (X con su opuesto — (X , vale cero. 

Se llama diferencia de A y A ,yseindica con X - %) ala suma 
de (X con el opuesto de O%' . La diferencia de dos números iguales vale cero. 

Vayamos ahora a definir el producto OC de dos números reales 0% = (A,B), 
Ol =(A!,B'),' suponiendo primeramente que ambos sean no negativos. Enese caso 
todos los números racionales de B yde B' son no negativos y, multiplicando 
de todos los modos. posibles un número de B con un número de B', se obtieneu 
na nueva clase N de números racionales no negativos, Indicando después con M 
a la clasé formada por todos los números racionales que no figuran en N, se re— 
conoce que (M,N)esuna cortadura del campo racional. El correspondiente 
número real (que resulta 30 se denomina producto de los dos números rea. 
les no negativos X , o%', Si uno de los dos números vale cero, se ve fácilmente 
que también el producto vale cero. En los otros casos, de factores A, o que 
no sean ambos > 0, el producto se define como aquel número dl cuyo valor ab 
soluto coincide con el producto de los valores absolutos de X , X' (y, Por ende , 
vale cero si uno de los dos números es nulo) y tiene el signo + oelsigno - se 
gún que X , A tengan el mismo signo o signos opuestos. 

Definamos al recíproco de un determinado número real A =(A,B) distinto 
de cero. Supuesto primeramente AL> 0, observemos que los números raciona 
les de B son todos positivos. Pongamos en una clase B' atodos los números 
racionales negativos, el cero y aquellos números racionales positivos que se obtie 


nen calculando los recíprocos de los números de B. Pongamos después en una cla- 
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se A'- a todos los restantes números racionales. Se obtiene así una cortadura 
(B',A') que define un número real, llamado el recíproco de 0< e indicado 
con 2. Si es negativo, su recíproco se define mediante la fórmula ao 
Se demuestra que + «A =1, 

Por último, dados dos números reales X, o , con os 20, se define el cocien 
te z como el producto de (X porel recíproco de O. Se demuestra que 
= E e 

Todas las propiedades relativas a las igyaldades, a las desigualdades y a las o - 
peraciones sobre los números racionales se extienden al caso de los números rea- 
les. Por ejemplo: dados dos números reales 0X, A se verifica siempre uno y 80 
lamenie uno de los tres casos MA>,Xz= ¿pas La adición goza de la propie dad 
tonmutativa (X+/á =/4+%) y asociativa /+/3+8 =0+(8+8) 7; la multi 
plicación goza de la propiedad conmutativa (0/3 = /4X), asociativa /Ar=0(84) 7 
y distributiva [A (84+3)= A+ 8 7, vale el teorema que dice que un pro - 


ducto es nulo sólo si es nuld al menos uno de los factores; etc., etc. 


4 - POTENCIAS Y RAICES DE LOS NUMEROS REALES. 
Las potencias de los números reales (X se definen primeramente en el caso 
que el exponente sea un número entero positivo,- nulo o negativo. Llamando con n 


a un entero positivo, se pone 


AA; 002... o (si n>0D, 


(donde el número de factores del segundo miembro es n ) y, sucesivamente,cuan 


do sea X 40: En 
 =1 a =-L 
an 
Pasemos a definir las raíces. Siendo X un número real y n unentero po- 


n 
sitivo, se llamará raíz enésima de A y se inaicara con Va, a todo 


número real /£ tal que resulte 
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por. (1) 

si ol=0 , la (1) implica necesariamente Jp=0. Si 0> 0 se demuestra que e 
xiste uno y solamente un número real y positivo / que verifique la (1). Se 
la construye poniendo en una clase: A! todos los números racionales negativos el 
cero y aquellos números racionales positivos a tales que se tenga a” <Ayen 
una clase B' todos los números racionales restantes. Nace así una  cortadura 
(AB) y se demuestra que la misma define un número real y positivo 4 que verifica la (1). 

Siempre suponiendo A>0, distingamos ahora dos casos, según que n seaim 
par o par, Si'n es impar, resulta evidente que la (1) puede valer solamente con 
un / positivo y entonces 0 no tiene otras raíces enésimas fuera de aquélla 
Antes considerada, Si n es par la (1), además que conel >0 recién cons- 
truído, se satisface también con el número -—/3 

Pasemos al caso «A<O0. Si n esimpar, la (1) requiere que sea /3<0yco 
mo de la (1) sigue ERN= -A , surge que —/3 debe necesariamente coincidir 
con la raíz enésima positiva del número positivo — X, Si n es par, es evidente 
que la (1) no puede ser satisfecha por ningún número real £. 

Resumiendo, puede enunciarse lo que sigue: 
I- Si n es un entero positivo impar, todo número real A 
tiene-una y solamente una rafz enésima, que será positiva si 
X>0, negativa si A <0. Si n es un entero positivo par 
todo número real y positivo (X tiene dos y solamente dosra 
íces enésimas, una opuesta de la otra. No existen rafces de 
orden par de los números negativos. 

Demos ahora las definiciones relativas a las potencias con exponente 
fraccionario. Designando con m, n ados enteros positivos, primos entre 


sí, se pone 


y para 0, 


an 
Si se tiene en cugnta el enunciado precedente, se reconoce inmediatamente que: 
¡1 

I- Si A>0, la potencia x "tiene un solo valor positivo 
si n es impar, dos valores opuestos si n es.par. Si a <o, 
dicha potencia tiene sentido solamente si n es impar y tie — 
ne un solo valor (positivo o negativo); no tiene sentido si  n 
es par (y por lo tanto m impar). 

Definamos, por último, la potencia con exponente i rracional o, distin 
guiendo varios casos. Supongamos, primeramente, AL, oc:>0. Poniendo 
A =(A',B'), calculemos todas las posibles potencias del tipo aa donde b' es 
cualquier número racional de la clase B', adoptando siempre el valor positivo 
de las mismas (inclusive cuando la potencia ar tuviese dos valores opuestos). 

Pongamos ahora en una clase B'' todos los números racionales tales que re- 
sulten mayores o iguales que al menos uno de los números reales positivos ab an 
tes calculados; pongamos después en una clase A'' todos los números racionales 


restantes. Se demuestra que (A'',B'') es una cortadura del campo racional y se 


introduce la definición 


se 


A =(A",B") (si A21, A>0). 


Sucesivamente se dan las definiciones 


LS 
A =-I—, (si 0<%<1, ->0), 


1 
(3) 
la , (si A>0, A'<0) 
a 
Nótese que la potencia con exponente irracional queda definida solamente cuando 


la base es positiva. No es posible definirla cuando la base Y es negativa porque 
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las potencias ab antes consideradas no siempre existirían (ver teor. II). 

Se pone, por último, para X>0, 0% =0. 

Resumiendo: 
M - La potencia de un número real X con exponente irracio — 
nal A queda definida solamente en el caso que la base %X sea 
positiva; tal potencia tiene un único valor positivo. 

Recordemos las reglas fundamentales para el cálculo con las potencias, expresa- 


das con las fórmulas 


0] > A y » Pis AY A 
UA) = A 2)=< A. =A = A )= o 
id e od E y (ec) 
5 - LOGARITMOS DE LOS NUMEROS REALES. 
Fijado un número real a ,sellama logaritmo de un número real x 
enbase a y se indica con el símbolo log,X , todo número real y que verifique 


la 


(1) 

Queriendo asegurar la existencia del logaritmo para la mayor cantidad de núme — 
ros x posible, es necesario admitir para y también valores irracionales, y en 
tonces ( teor. II del N% precedente) se debe suponer que la base a pra positi— 
va. También debe ser aZl ya que, de no ser asf, la (1) no tendría solución pa— 
ra, xAl. 

Suponiendo entonces a>0,  azl, la ecuación (1) podrá tener solución sola- 
mente si x>0, por lo que ya podemos decir que no existe el logaritmo 
de cero ni de los números negativos. 

Se demuestra después que, en la hipótesis a>0, afl, todo número positivo x 
admite uno y solamente un logaritmo y. Sila base a esmayorque 1, tallo- 


garitmo se construye mediante una cortadura (A,B) del campo racional obtenida po 
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niendo en A todos los números racionales r tales que resulte aA<x ¿ si, por 


el contrario, es a<1l, se pone log, x= log, + 


a 
Nótense las propiedades evidentes 
o log,1=0 ; log,a=1 
y ténganse presentes las conocidas fórmulas 
pe es = pe 
log, (u v) = log¿u + log, + JOBa e log,u log,v + log¿u = vloggu, 


que no son nada más que una formulación distinta de las propiedades de las poten - 
cias expresadas en las últimas tres fórmulas del NO precedente. 

Nótese también que, si lá base a es mayor que 1, el log¿x crece cuando cre 
ce x ,yresulta, por lo tanto, negativo cuando x-<1, positivo cuando x >1; 
lo opuesto sucede cuando la base «| esmenor que 1. 

Recordemos, por último, las fórmulas de pasaje de los logaritmos en una base b 


a los calculados con otra base a. Poniendo log,x=u, logpX = y, se tendrá: 


De la última sigue u-=v log,b , y entonces 
log,X = log, x . log,b ñ 


que, junto a la obtenida sustituyendo a con b : 


log, =log,x - loga, 


proporciona las dos fórmulas buscadas, Obsérvese que también queda demostrado que 
logab - logya = 1 


6 - MEDIDA DE MAGNITUDES; REPRESENTACION GEOMETRI- 
CA DE LOS NUMEROS REALES. 

Nos referiremos a clases de magnitudes absolutas, homogéneas entre sí ( como 
segmentos, ángulos, arcos de circunferencia, polígonos, etc.) suponiendo que pa- 
a las mismas se hayan definido los conceptos de igualdad (o equivalencia), de des- 


e en ella una magnitud no nula U (unidad de medida), puede considerarse para 
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igualdad y de suma, y estando también definido, por lo tanto, el producto de una 
magnitud por un número entero positivo. 

Dos magnitudes no nulas A, B de la clase en estudio se consideran conmen 
surables cuando existe una magnitud Cde la misma'clase que sea submúlti- 
plo común de A yde B, esdecir, tal de tenerse A=mC, B=nC,con m, n 
números enteros positivos. En ese caso se dice que las dos magnitudes A, B tie 
nen una razón igual al número racional 7 y se escribe += = E . Ob- 
servando que resulta nA=mbB puede también decirse que A, B son conmen— 
surables cuando tienen un múltiplo común. 

Si la magnitud A fuese nula, la razón + (con B- no nula) se considera i- 
gual a cero. 

Pero existen pares de magnitudes homogéneas no nulas que no son conmensura — 
bles (es muy conocido el ejemplo del lado y la diagonal de un cuadrado), por lo que 
se las llama inconmensurables, Sí A, B .son inconmensurables pode — 
mos poner en una clase M todos los números racionales positivos == para 
los que resulta m'A>mB yenotra clase N todos los restantes, es decir, a 
quellos E tales que resulte n'A<nB. Se ve fácilmente que (M, N)es u 
na cortadura del campo de los números racionales positivos Sil que define un nú — 
mero irracional positivo A que se asume como razón entre las dos magnitudes 
inconmensurables A, B , escribiendo + = A. 

Entonces, dadas dos magnitudes homogéneas A, B (con B nonula), existe 
siempre su razón 4 , que será un número real positivo o nulo, racional o'irra 


cional según que las dos magnitudes sean conmensurables o inconmensurables. Por 


lo tanto, una vez dada una clase de magnitudes absolutas homogéneas, apenas se fi- 


"(*) Se obtiene una cortadura del campo racional agregando a la clase M el cero 
y números racionales negativos. 
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toda magnitud A de la misma clase la razón E que se denomina la medi— 
da de A (respecto de la unidad considerada). De ese modo, toda magnitud de di 
cha clase queda representada por un número real, positivo o nulo; su medida, 

Habiendo establecido que la razón de dos magnitudes homogéneas existe y esunrmú 
mero real absoluto, queda por ver si, viceversa un número real positivo prefijado 
puede siempre obtenerse como razón de dos magnitudes homogéneas, por ejemplo , 
dedos segmentos . Para resolver esta cuestión es necesario introducir el de- 
nominado postulado de continuidad de la recta, que puede presentar 
se del siguiente modo, Sea dada una semirecta de origen Ó, y sea fijado un seg- 
mento unidad de medidad U . Además, supongamos dado un número real positivo 
definido por una cortadura (M,N) del campo racional absoluto. Se trata de ver si 
existe un segmento S tal de tenerse +- (M,N). Si S existe, tomado cual - 


quier número racional de la clage M, el'producto = U resultará un segmen- 
m 


pe, 
A! 


to menor o igual que S ; análogamente, tomado cualquier número racional 
de la clase N, el producto SU U será un segmento mayor o igual que S. Por 
lo tanto, si sobre la semirecta considerada se transportan a partir de O todos 
los segmentos del tipo = U y todos aquéllos del tipo == U, los extremos A 
de los primeros no deben suceder al extremo C del segmento S (también re- 
presentado a partirde O sobre la semirecta) y los extremos B de los segun- 
dos no deben preceder a C. Con el postulado de continuidad de la recta se admite, 
precisamente, que sobre la semirecta considerada existe un (y solamente uno) pun- 
to C quenoprecede aninguno de los puntos A ynosucedea ningunodelos puntos B, 
es decir,uno y solamente un segmento S=0C medido por el prefijado número real(M,N). 

De lo recién dicho resulta la posibilidad de representar los números reales con 


los puntos de una recta, es decir, de establecer una correspondencia biúnfvoca en- 


tre la totalidad de los números reales y la de los puntos de una recta. 
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Dada una recta x ,fíjese sobre la 


misma un punto O (llamado origen) A A 
— 
<0 fe) «>o X 


y un sentido positivo; establézcase ade- 

más una unidad de medida de los segmen Fi 9-1 

tos. Entonces, a cada número real o se 

le puede poner en correspondencia aquel punto A dela recta x que resulta in 
dividualizado por las siguientes dos condiciones: 1) el segmento OA tiene por me 
dida el número [ex] y, entonces, A=O si A=0; 2) elpunto A sigue o 
precede a O (según el sentido positivo fijado) según que YA sea >0 oque 
sea <0, respectivamente. Viceversa, cualquier punto A de la recta proviene 3 
del modo recién dicho, de uno y solamente un número real % y, precisamente , 
de aquél que tiene el valor absoluto igual a la medida del segmento OA y que tie- 
ne el signo + oelsigno - según que A siga oprecedaa O con referen- 
cia al sentido positivo fijado. El número (A se denomina la labsqisa del pun 


to A. 


7 - CORTADURA DEL CAMPO REAL. 

Una importante propiedad de los números reales es la siguiente: 
1I- Si'se divide todos los números reales en dos clases A,Bde 
modo que todo número de la clase A sea menor que todo nú 
mero de la clase B, existe uno y solamente un número re- 
al x tal que todo número menor que x pertenece a la clase 
A y todo número mayor que x pertenece a la clase B. 

Es evidente que tal número x oesel máximo entre los números de A o es 
el mínimo entre los números de B; dicho número recibe el nombre de núme — 
ro de separación de las dos clases. 


Demos la demostración del teorema precedente.Indiquemos con M ala clase 
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de todos los números racionales contenidos en A ycon N ladelos números 
racionales contenidos en B. Es obvio que (M,N) es una cortadura del campo ra 
cional y, por ende, definirá cierto número real x .Si 0% es cualquier número 
real menor que x, existirán números racionales comprendidos entre X y  x; 
fijado uno de ellos r , se tendrá que r pertenece a la clase M (ya que es 
< x) y, en consecuencia, a la A. Entonces también el número «XK (quees < m 
debe pertenecer a A. Análogamente se ve que cualquier número real />x per 
tenecea B. 

8 - REPRESENTACION DECIMAL DE LOS NUMEROS REALES. 

Hasta ahora hemos considerado al número real representado por una” cortadura 
(A,B) del campo racional, es decir, por todos los números racionales que lo 
aproximan por defecto y todos aquellos que lo aproximan por exceso. Sin em- 
bargo es necesario observar que para la representación de un número real no esne 
cesario considerar todos los citados números racionales; basta considerar una par 
te A' delaclase A yuna parte B' delaclase B, pero de modo que A',B' 
resulten dos clases contiguas (de números racionales). Esto significa que 
todo número de A' es menor que todo número de B' y que, fijado arbitraria - 
mente un número racional positivo r , siempre es posible encontrar un número 
b de B' yunnúmero a de A' de modo que resulte b-a<r. En efecto;se 
demuestra fácilmente que, dadas dos clases contiguas A',B' de números raciona 
les existe uno y solamente un número real que es mayor o igual que todo número 
de A' y menor o igual que todo número de B': A los efectos prácticos tal par 
de clases contiguas se construye de un modo particular, que expondremos a conti— 
nuación, y que conduce a la denominada representación decimal de los 
números reales. 


Tal representación es conocida a través de la aritmética en el caso de los núme- 
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ros racionales. Dado un número racional positivo = , Se enseña que el mismo 
puede escribirse bajo la forma p, Cy Ca lgrrros donde la parte entera p y las 
sucesivas cifras decimales 0 So So EA están determinadas por el conoci 


do procedimiento de la división de m por n. Tal procedimiento puede detener- 
se y, en ese caso, el número de las cifras decimales resulta finito ( por ejemplo : 
5] = 1,85) o puede no detenerse nunca, y entonces se tendrán infinitas cifras de 
cimales; pero, en este segundo caso, el mismo decimal resulta periódico , es 
decir, existe un grupo de cifras que, a partir de un cierto punto, se presenta suce- 


sivamente infinitas veces e) (por ejemplo; mA 


= 0,28153 , donde se ha sobreli— 
neado el período). 

Si suponemos la fracción = escrita en forma irreducible, el caso del núme- 
ro decimal con un númejro finito de cifras decimales, se presenta si y solo si el de- 
nominador n tiene como factores primos solamente los números 2 y 5; en 
todos los otros casos se obtiene un número decimal periódico (con infinitas . cifras 
decimales). El primer caso puede también pensarse como periódico agregándole in 
finitas cifras decimales iguales a cero. Puede entonces decirse que todo número ra 
cional positivo r es representable por un número decimal (con infinitas cifras de 
cimales) periódico p, SC y: ae 


Si se piensa en el modo como ha sido obtenida esta representación se ve que - las 


sucesivas cifras están completamente determinadas por las siguientes condiciones: 
p<r<p+l 


e ep+1 
—_ < 
p+ 10 3 r <p+ 10 » a 
e] E 77 c3+1 ) 
E e A LTS EA , 


(*) Esto proviene del hecho que para los sucesivos restos de la división son posi- 
bles solamente los n valores 0, 1, 2,....., n — 1 y, por lo tanto, en cier- 
to momento debe encontrarse un resto, ya precedentemente aparecido, 
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por lo que puede decirse que la citada representación decimal proporciona una re - 
presentación del número racional r por medio de dos ciases contiguas: la prime 
ra formada por los números escritos en el primer miembro de las (1) , la se— 
gunda por aquéllos escritos en el tercer miembro. 

Recordemos, además, que viceversa, dado un número decimal periódico, existe 
uno y solamente un número racional que lo genera, Tal fracción generatriz se obtie 


ne con una conocida regla, por la que se tiene, por ejemplo: 


E 
0,13 99 33 


4,3150 = 221, 8551 


86 
100 * 9900 1980 


Obsérvese, todavía, que un número decimal que tenga el períódo 9, como el 
0,425 , tendrá como fracción generatriz la —$-+ 300 = H00+ es decir 
la misma que tiene el número decimal (con un número finito de cifras decimales ) 
0,43. Entonces, para obtener una correspondencia biunfvoca entre los números ra 
cionales y las representaciones decimales se conviene en no considerar jamás nú- 
meros decimales con el perfodo 9 , sustituyendo a cada uno de ellos por el nú 
mero decimal que se obtiene a partir de los mismos suprimiendo las infinitas ci — 
fras 9 y aumentando en una unidad la cifra precedente e: 

Pasemos ahora a la representación decimal de los números irracionales po 
sitivos. Dado el número irracional (XA>0 definido por la cortadura (A,B) del, 
campo racional, sea p el mayor entero no negativo contenido en A, por lo. que 


p+1 estará contenido en B. Consideremos ahora los números p , p+ + rs 


p+ ee PE EE ysea p el mayor entre ellos que esté toda— 


E 
estará contenido en B. 


(*) Se ve fácilmente que esta convención responde al concepto expuesto en el no 2 
con el que se identificaba dos cortaduras (A, B) , (4',B') del campo ra- 
cional en el caso que A presente un máximo y B' un mínimo iguales entre sí. 
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Consideremos sucesivamente los p+ ste q El = 
a ao or O: 
Su, 38 . HTA ES 
2.0. PRAGA Y designemos por p+ 0 * 100 al máximo, entre éstos, 
c cy+1 
que esté contenido en A (de modo que p+ > + + estará contenido en 
B ). Prosiguiendo así se obtiene una sucesión de infinitas cifras 4 , es a SS 


....,. y, análogamente a las (1) se tienen las 


p< A<p+l , 


+1 

p+ $ <o <p + 
e e Ed, +1 
A 
ri ASE TO 


de modo que, siguiendo el mismo orden de'ideas adoptado para los números racio- 
nales, puede escribirse 
ad =p O la lger... ñ (2) 


atribuyendo a esta exprésión el significado de que 0 es el número real individua 


e 
lizado por las clases contiguas constituídas, una por los números Pp, Pp + y 
e e ey +1 e 
.P+ + > +... , la otra por los números p+1, p+ Os a dal 
+1 
+ pa ..«.. . Puesto que (0 se ha supuesto irracional el número decimal (9 


resulta necesariamente con infinitas cifras decimales y no periódico ya que 
de no ser asf, sabemos que el número individualizado por las citadas clases conti— 
guas sería racional. 

Se puede concluir diciendo que todo número real positivo puede representarse par 
un número decimal que resulta periódico si el número es racional, no periódico si 
el número es irracional. 

Por último, en lo que respecta a los números reales negativos — ol, se adopta, 
con significado obvio, la representación decimal de (A precedida por el signo -. 
Se escribe, por ejemplo, 


dd 2 
- H=-0B, 
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pero, algunas veces, (sobre todo con el cálculo con logaritmos) es preferible te- 
ner la parte decimal positiva, y entonces se escribe: 

W' 2 a 
—=37=-1+(-0,12)=-—1+0,87 


8551 e = 
— 10007 5 + (6 — 4,3186) = 50, 6813 


9 - MEDIDA DE LOS ANGULOS 

Dado un ángulo, si con centro en su vértice (O se describe una circunferencia 
de radio r , el arco de ésta que resulta contenido en tal ángulo tiene una longitud 
s que es proporcional al radio r yala medida del ángulo. Puede enton — 


ces escribirse 2 _ 
s=k ro (1 


y el valor del coeficiente de proporcionalidad k depende de la unidad de medida e 
legida para los ángulos. Si tal unidad de medida es el grado (sexagesimal) 
la (1) debedar s=2 Mr cuando se ponga 04=360;. sigue que debe ser 


k= L- , porloque'la (1) se transforma (escribiendo 0 


180 > en lugar de a, 
para recordar que se trata de grados) en: 
E o 
AR 
ad 


Esta fórmula es incómoda por la presencia del factor irracional am ¡es me- 
jor elegir la unidad de medida de los ángulos de modo que en la (1) resulte k=1, 
o sea de modo de tenerse sra. (3) 

Tal unidad de medida se llama radián ycomola (3), cuando se tome A=1 
resulta transformada en s=r, se ve que el radián es el ángulo tal que, descrip- 
ta cualquier circunferencia con centro en su vértice, el arco de ésta interceptado 
por tal ángulo tiene siempre longitud igual al radio de la circunferencia. La medi— 
da en grados del radián sigue inmediatamente de la (2) cuando se requiera que 
la misma proporcione s =r ; se encuentra 


19 
e =57 17440... 
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En análisis matemático se usa siempre el radián como unidad de medida de los án 
gulos; las medidas de los ángulos recto, llano y una vuelta serán, entonces, E y 
TT , y 27 respectivamente. 

En todo lo dicho hasta ahora hemos considerado los ángulos como magnitudes ab- 
solutas; pero cuando se consideren los ángulos de un plano determinado se presen— 
ta a menudo la ocasión de pensar que se trata de magnitudes relativas. En un pla — 
no dado, fijemos un punto O ,una semirecta x que pase por él, y establezca 
mos, en la página del plano que se desee considerar, un sentido positivo para las 
rotaciones (comúnmente el antihorario ). Entonces, trazada por O “cual — 
quier semirecta r , pensemos en cualquier rotación alrededor de O ,enuno 
u otro sentido, que superponga la semirecta x ala r. 

Rotaciones como las indicadas existen infinitas, pudiéndose siempre agregar a a 
na de ellas un número cualquiera de vueltas completas. Fijada una de tales rotacio 
nes, la semirecta móvil x describe cierto ángulo (del que pueden eventualmente 
formar parte una o más vueltas ) cuya medida en radianes se asume como positi — 
va si la rotación se ha realizado según el sentido positivo, como negativa en el ca= 
so contrario. Entonces, dada la semirecta r , le corresponderán a la misma in 
finitos ángulos y, si uno de ellos tiene por medida el número « , todos los otros 
tendrán por medida At12", UAL4MZ, A-RB6T, .... , Uno cualquiera de 
estos números se llama la anomalía de la semirecta r , la que queda de- 
terminada perfectamente salvo múltiplos de 2. Viceversa, dado arbitraria —- 
mente un número real ( , existe una y solamente una semirecta r “que, par- 
tiendo de O , tenga anomalía 0l . 

10 - FUNCIONES CIRCULARES Y APLICACIONES 
Recordemos primeramente el concepto de coordenadas cartesianas en 


el plano. Fijénse en un plano un punto O (origen) ydos rectas x,y que , 
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pasando por él, Eon perpendiculares entre sí (ejes coordenados) .. Sobre ca 
da una de estas rectas establézcase un sentido positivo de modo que, con una rota= +» 
ción de 900 en el sentido positivo de las 
rotaciones, la semirecta positiva del eje 
Xx se superponga a aquélla del eje y 
(Véase fig. 2). Introdúzcase después una 


unidad de medida de los segmentos. En— 


tonces, por cada punto P del plano se 
consideran sus proyecciones ortogonales P P, sobre los ejes x,y. Según lo 
que se ha dicho en el N% 6 el punto P; tiene cierta abscisa x sobre eleje x , 
y el punto Pa cierta abscisa y sobre el eje y . Los dos números x,y  a- 
sí definidos se denominan las coordenadas cartesianas del punto P ; ala prime- 
ra, x ,se le mantiene el nombre de abscisa; ala segunda, y ,seleda el 
nombre de ordenada. 

Viceversa; dadas la abscisa y la ordenada de un punto, éste resulta completamen 
te individualizado. 

Dicho ésto, describamos con centro en 
el origen O una circunferencia con ra 


dio 1 (círculo trigonométrico) 


y, fijado un número real cualquiera A, 
tracemos por O la semirecta r que 
(a partir de la semirecta positiva x)tie. 


ne la anomalía A (véase No preceden 


te).Indiquemos con P el punto en el que r encuentra a la circunferencia(véasefig. 3). 
Se denominan coseno de A y seno de %X ala abscisa y la ordena- 


da del punto P, respectivamente y se las indican con los símbolos cos X y 
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sen 
Puesto que, aumentando A en 27%. , la semirecta r yelpunto P no 


cambian, se tendrá cos (%+2NM')=c08 X , sen(X+2M')=sen % , 
o sea, como de costumbre se dice, que las funciones coseno y seno son 
periódicas de período 27, de modo que basta estudiarlas cuando 


varía entre O y 27%. Es evidente que las mismas asumen solamente valo — 


res comprendidos entre —l1 y 1 y que se tiene 


cos O = 1 a cos L -0 é cos M= —1 Pr cos a =0; 
senÓ-=0 ', sen LE - a senNM= O % sen sE: 


cos A>0O para O<0A <E (1% cuadrante) y A <a <2 M4 cuadr.) 
cos 2<O para HE<a<il (2 y $” cuadrante) 
sen XA>0 para O <0A <N(1% y 2 cuadrante) 
sen A<O para M<xu<27 (8% y 4% cuadrante) . 
Son también evidentes las siguientes fórmulas; 
cos? A + sen? A =1 cos (— Ol) = cos sen (— ) = —sen « (1) 
Recordemos, además, que en trigonometría se demuestran estas otras fórmulas, 


denominadas de adición y sustracción : 


a sen 0 sen fi, 


sen(QUif)=sen cos Y + senfcos A, ás 
de las que se deducen, como casos particulares, las siguientes: 

cos (La) = senor son (LE — 0%) = cos o 

cos (L+0%)= sen a sen (E+ 0%) =cos 0% 

cos ( M —0A)= —<os A sen (NM —Q)=sen % de 

cos ( Mo +%)=—<os A sen( RM +%)=-=sen% 


De las (2) “siguen inmediatamente también las fórmulas del ángulo do 


ble : 
cos 2 % =c0s2 X —sen? e E sen 2 0 = 2 sen X cos % 
La primera de éstas, teniendo en cuenta la (1), puede también escribirse: 
cos 2 % =2c082 0% —1 o también cos 2 0 =1—2 sen? o , te= 
niendo, en consecuencia, 
cos? 0 - 110082% , sen? = 10082% 
Si en estas últimas se escribe = en lugar de 0% , se obtienen las fór - 


mulas de bisección 
oe _+q)f licoso S A_+ MN _L—coso% 
e sen = 2 NL)! 


en las que se elegirá el signo tras haber examinado en qué cuadrante cae el ángulo 


Ss 
2 
Junto a las funciones cos A , sen A ,  seintroducen las funciones tan 
gente de A  (tg%) y cotangente de A  (cotgX) o mediante 
las fórmulas 
ia BELO o - 208 
te cos X hi soñe sen 


La primera de las dos tiene sentido solamente cuando cos AX 0, es decir,cuan 


do A ¿4 E, PE, HE — y «...... y la segunda solamente 
cuando sen%k0, osea, 00 40, 1 Y A A Variando % 
las funciones tg X, cotg A asumen todos los valores reales, positivos yne 
gativos. 

Se tiene 


(*) También se usan las funciones secante de ¡9% (sec <) y cosecante, de =< 


(cosec ><) — definidas por las sec == . cosece - 


cos < sen 
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: cotg LE = cog 51 -0 ; 


tg A y cotg A positivas en el 19” y 3%Y cuadrante, negativas en el 22 y 4% 


tg. 0=tg M=0 


Valen evidentemente las relaciones 
tg ll .cotgX=1, 
tg (—0)=—tgW , cotg ( — 04) = —cotg 0, 
mientras de las (2) se deducen fácilmente las 


tg(u+p). ELA 


17 tg0tgf (5) 

oe - Sotg Ol cotg 4 + 1 

te ( A) cotg/B E cotg 0% 

y de las (3) estas otras 

te (LL - 0) =cotg A cotg (E —0t)=1g 0% 

E (Fr) =—cotg% co (E) tg 0 
te(M-A)=-tg0 cotg ( M —Q)=-cotg 0 
te(T+od)= ga cotg ( 72 +0) = cotg OL 


las últimas de las cuales muestran que las funciones tg O, cotg X son pe- 


riódicas, de período X . 


Las fórmulas del ángulo doble siguen después inmediatamente de las — (5) y son: 


2 
- —_2tg0 o - cotgfo 1 _ 
«20 gia ata 2cotg 0% 


mientras de las (4) se deducen las de bisección 


o / 1 —cos o +. f 1+cos A 
E o cotg L =1 E 
Ea . 14+c0s A a 1 —cos X 


Las funciones cos X , senQl, tg A, cotg OL sedenominan funcio — 


nes circulares o trigonométricas. 


y... 10 


Conviene tener presente los siguientes valores de tales funciones en corresponden 


cia con algunos valores notables de 0X: 
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Otras fórmulas que a menudo se presenta la ocasión de usar son las fórmulas 
de transformación de suma (diferencia) en producto (o fórmulas 
de prostaféresis) : 


cos x +cos y=2008 EY cos 


cos x -cos y=—2sen E5Y sen" E5L 
sen x + sen y = 2 sen 25% cos = 


sen x - sen y = 2c08 x= sen EY 


la primera de las cuales se demuestra observando que de las (2) sigue 
cos (+ A )+cos ( A —/ )=2c08 Ol cos 3 
y, poniendo A+ A =x, A— A =y , de donde, a 51, A. El, 


del mismo modo para las otras tres. 


Notemos todavía las siguientes fórmulas 


tg? lea 
2 Ñ 2 o 
cos As —_——_— , sen Q= , cos X sen Ol = (6) 
1+tgóoL 1+t8%0 1+ 18700 
2 A [23 
cos Al =- 18-34 sen OC SÓ A) 
1 +tg = 1+tg* == 


la primera de las (6) se demuestra inmediatamente escribiendo 


2 
cos? * = te =........ y análogamente para las otras dos; la 


AO A E 
cosó XL y sen A 


primera de las (7) resulta de observar que cos 0 = cos (2 2, - cos? = = 
20 cos? e — sen $ 

cr ZA Est y del mismo modo para la se- 
a cos” + sen? e 


XXVI 1 
gunda. 
Recordemos, por último, que las funciones circulares encuentran una primera a- 
plicación de importancia en el estudio de las relaciones entre los lados a, b, c, 
de un triángulo y los ángulos A, As Y + opuestos respectivamen 


te a esos lados. Se tiene el teorema de los senos expresado por la 


e A 
sen 0% sen 3  senT E 
yel teorema de Carnot , expresado, por ejemplo, de la 
ad 1% 40? — 2be coso, 


11 — FORMULAS SOBRE LOS RADICALES Y SOBRE LAS PRO - 
GRESIONES ARITMETICAS Y GEOMETRICAS. 


Recordemos que para los radicales cuadráticos vale la siguiente fórmula, llama- 


da del radical doble: z 
PA ON a E l? y | AA 


donde se adoptan las raíces con signo positivo. La (1) se demuestra inmediatamen 


te elevando al cuadrado ambos miembros. 

Esta fórmula es útil cuando, siendo a, b números racionales, at b resulta 
ser el cuadrado de un número racional; en ese caso el radical doble queda expresa- 
do como suma o diferencia de dos radicales simples. Se tiene, por ejemplo: 


IE 


Señalemos, por último, las conocidas propiedades de las progresiones aritméti— 


cas y geométricas. Dados n números 


(2) 


Se eto dy q , 


considerados en este orden, se dice que los mismos constituyen una progre — 
sión aritmética cuando la diferencia entre cada uno de ellos y el precedente 


es constante. 


El valor de tal diferencia se denomina razón de la progresión aritmética; in- 
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dicándola con d , los números (2) pueden también escribirse 
IT A ,¿21+(0—-2d,2¿+(n-1)d. 
Para calcular la suma de todos ellos, que indicaremos con s , escribámos — 
.los previamente en el orden inverso 
a, +(n—-1)d,a,+(n—2)d, a, + (n —3)d oa N +d, 8 


y sumemos, asociando los términos correspondientes; como éstos tienen siempre 


por suma 2a,+(n—1)d o, lo que es lo mismo, a,+a,> se obtiene : 
28=n(a,+2,) » de donde 
a a+ 
2 


Los números (2), pia todos distintos de cero , constituyen en cambio u- 
na progresion geométrica cuando el cociente entre cada uno de ellos y el 
precedente es constante, Tal cociente es llamado razón de la progresión ge- 
ométrica y se lo indica con q  , pudiendo escribirse los números (2) también 


de este modo: E 
n 
Aj 99,94) cc000o.., 9 q , 24 


Para calcular la suma s de los mismos obsérvese que 


s(l—q)=a, arqrata + Td) (1q)=a, aa), 
por lo que, suponiendo q 41 o resulta 
A AA 
A 1-4 


12 - PROPIEDADES DE LAS DESIGUALDADES. 
Reuniremos aquí las principales propiedades de las desigualdades, sobre las que 
llamamos la atención al lector pues, en su uso, es fácil incurrir en errores. En 


indican números re- 


las siguientes proposiciones, los símbolos a, b, e, d, . 


ales; de cada proposición puede deducirse otra intercambiando los miembros de ca 
(*) El caso q=1 no tiene ningún interés; por otra parte es evidente que en tal 


caso se tiene 5=n 2,. 
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da desigualdad, y también, por ende, los signos > FS 
D De a>b sigue a+c>b+0c y a=c>b—e 
II)  Delas a>b,c>d sige a+c>b+d 
ID) De a>b sige  —a<-—b 
IV) De a>b sigue c-a <c—b 
V) De a>b,c<d sige a-=-c>b-d 
VI) De a>b,c>0 sige ac>bc; de a>b, c<0 sigue 
ac<bc. 
VI) Si  a,b,c son números pesitivos, de a>b, c>d sigue ac>bd 
VII) Si a, b tienen el mismo signo, de a > b sigue + <E » 
IX) Si  a,b,c,d son números positivos, de a>b, c<d sigue Dt. 
X) Sin esunentero positivo impar, de a>b sigue 2 >b”. 
XD Si n es un entero positivo par, de a > b con a, b positivos, sigue 


2 pb” ¡de a>b con a,b negativos sigue e< y 0 


13 - RESOLUCION DE DESIGUALDADES 

Deseamos aquí recordar algunos casos de resoluciones de desigualdades en una 
incógnita x , Se trata de determinar todos los valores de x  (siexisten ) 
para los que una desigualdad dada entre expresiones dependientes de x , resul— 
ta satisfecha. 


Una desigualdad de primer grado puede siempre reducirse a la for- 


(e) 


ma ax+b>0 , con a%X0. Obviamente la misma se verificará para 


x>-L (si a>0), opara x<-L (6 a <0). 


(*) Nótese que no se puede elevar a potencia, con exponente par, una desigualdad 
con miembros de signo contrario, 


(**) Nos referiremos explícitamente al caso de desigualdades en sentido extricto (con 
el > o con el < ; pero basta considerar el primer caso). Con obvias modificacio- 
nes se pasa al caso de desigualdades atenuadas (con el > o con el < ), 


XXX 

Una desigualdad de grado n  esdeltipo P(x)>0, donde P (x) de - 
nota un polinomio en x degrado n ,con coeficientes reales. Es conveniente bus- 
car de descomponer P (x) el producto de polinomios de grado menor y ( con 
coeficientes reales). 

Nuestra desigualdad P(x) > 0 se verá satisfecha si y sólo si el número de fac - 
tores que asumen valor negativo es par. Expresando esta condición se obtienen u 
no o varios sistemas de desigualdades, en general de fácil resolución. llustremos el 
procedimiento con algunos ejemplos: 

Ejemplo 1? Consideremos la desigualdad de 2% grado 
axl+bx+c>0, (140) (1) 

Conviene distinguir tres casos, según el signo del discriminante b? —4 ac de la 

ecuación 
ax+bx+c=0 (2) 
si Bao la (2) tiene dos raíces reales X, A (supongamos 


a <A ), calculadas las cuales la (1) puede, según es sabido, escribirse co- 


mo a(x— 0) (x—/3)>0, resultando entonces equivalente a la 


x—0A)(x-P)>0, bi a>0) (11) 
o, ala 
(x— A)J(xX—4)<0O, (si a<0) . (11) 


La (1') se verá satisfecha si los factores del primer miembro son ambos posi— 
tivos (y basta para eso que sea positivo x — A.) -0 también si son ambos negati— 
vos (para lo que basta que sea negativo x— A ). La (1') se verifica entonces tan 


tosi x>/A4 osi x<a , vale decir, si x es exterior al intervalo [0,4] 


(*) Desde el punto de vista teórico, una descomposición como la indicada es siempre 
posible con factores de 1% o de 2? grado (ver “Lecciones, Cap. XVII, n% 7 y 12) 


XXXI 13 
La (1") en cambio se verifica si el factor x— ( es positivo y simultánea- 
mente el x — /3 esnegativo, o sea, para todos los x interiores del intervalo 
de las raíces. 
si b2—4ac=0, la (2) tiene una sola raíz y la (1) se escribe 


a(x-0)? >0. 
Evidentemente ésta queda satisfecha, si a>>0, por todos los x distintos 


de A ; porningún x si a<0. 
si b2-4ac<o0, la (1) puede escribirse 
a [ (re +)”. + tesi ] SpA 
y como la expresión entre L ] es siempre positiva, si a> 0 Ñ todos los  x 
la verificarán, mientras que no tendrá solución si a <0 0) 
Ejemplo 29 Consideremos la desigualdad 
3x2 -x+3>0 (8) 
El primer miembro puede escribirse x? (x —3) — (x —3)= (2 —1)(x-3= 
=(x —3) (x —1) (x +1) . Este producto de tres factores es positivo sólo si con - 
tiene tres factores positivos (y basta para eso escribir que es positivo el factor 
Xx —3) o si dos factores son negativos y el tercero es positivo (lo que se logra si es 
positivo el factor x+1 y simultáneamente negativo el x —1, ya que esto últi— 
mo implica que también sea negativo x —3). 
Entonces, para que la (3) se verifique, debe ser x-—3>0 
x+1>0 
x-1<0 


o sea que la solución es tanto x > 3 ,como también —1<x <l. 


o, sino 


(*) Los resultados obtenidos pueden resumirse así: un trinomio de 2% grado 
ax? +bx+0, que admite' raíces reales y distintas <,f, tiene el signo del coefi- 
ciente a, fuera del intervalo (X,£) , y tiene el signo contrario al de a en el interior 
de [X,8) . Si el trinomio tiene una sola raíz real <<, tendrá, salvo para 
acuex, el mismo signo de a; si no tiene raíces reales, mantiene simpre el signo de O< 
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Ejemplo 39 Consideremos la desigualdad 
xi 2 4+x2-2x>0 (4) 
El primer miembro puede escribirse x? (x2+1) —2x (2 +1)= (241) x (x-2), 
por lo que, siendo x2+1>0, la (4) equivale ala x (x —2)> 0. De ahf que la 
(4) se verifique para los x<0 y también para las x> 2. 
El método al que nos hemos referido puede también aplicarse al caso de desi— 


gualdades racionales, es decir, del tipo 

con P(x), Q(x) polinomios en x , Excluyendo a priori los eventuales valores 
de x que anulan a Q (x), podemos multiplicar ambos miembros de (5) por el 
número positivo 02) y obtener así la desigualdad P (x). Q (x)>0, que es 
del tipo antes considerado 


Tomemos, por ejemplo, la desigualdad 
tia es) 

Llevando todos los términos al primer miembro y sumando las fracciones se ob— 
tiene PLAN >o0 . Excluyendo para x los valores —1,-—2, 
—3, la (6) equivaldrá ala (x+1)(x+ 4> (x +2) (x+3)>0. Esta se sa- 
tisface si los cuatro factores son positivos (osea si x+1>0), también sidos 
son positivos y dos son negativos (o sea si simultáneamente valen x+ + 0” Y 
x +2 >0), o si son todos negativos (osea si x+3 <0). La (6) se verificm 
entonces tanto para x>> —1, como para —2<Xx<— ES , y también para el 
caso de x 2 

Demos, por último, algunas nociones sobre las desigualdades irraciona- 
les. Comúnmente se logra reducirlas a los tipos precedentes mediante oportunos e 


levamientos a potencia. Es necesario, sin embargo, prestar atención cuando se de - 


ba elevar a una potencia con exponente par, ya que es preciso en ese caso discutir 


XxXxur 14 


los signos de los dos miembros de la desigualdad (cfr. proposición XI del NO 12). 
Propongámonos, por ejemplo, el estudio de la 
(E A sI (7) 
Primeramente observemos que, para mantenernos en el campo real, debe ser 
a 0, y, por otra parte, limitarnos a considerar solamente los x>3a.Sia=0 
la (7) se reducea la 2 Ve >0, obviamente satisfecha para todo x>0. 
Supongamos ahora a_>>0, Los dos miembros de (7) son no negativos, por lo 
que, elevando al cuadrado, se obtiene la desigualdad equivalente 
2x-3a+2 Y 3a)>9Ya, o sea 
Xx (x—3a) >62 —x. (8) 
El primer miembro de (8) es > 0; el segundo miembro es negativo 
x >6a, positivo o nulo para x < 6a. Entonces , pa-— 


ra x>62 la (8) queda sin más verificada, mientras que, para 3a < 0 < 


< 6 a puede elevarse al cuadrado y transformarla en la y? -3ax> 36 Pl =- 
—-12ax+x?, osea, Yax> 3682, que proporciona x>>4a. 
En conclusión, la (7) queda satisfecha para x>6a ypara 4a <x < 6a 


es decir, en definitiva para todos los x >14a. 


14 - EL SIMBOLO 2 
Dados varios números, dependientes de un índice, Ara rr Ay» SU su 
es también indicada con el símbolo 


i=1 
que se lee, sumatoria de los a variando ii desde 1 has- 


(*) Se sobreentiende que de cada radical consideramos el valor positivo o nulo, 
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La letra i que aparece enla (1) sellama índice de la suma, yes u- 


na variable aparente, es decir, que puede ser sustituida por otra letra cualquiera , 


n 


en lugar de (1) puede escribirse, por ejemplo, a o también > As 
r=1 


1 
etc. 


Son evidentes las siguientes propiedades 


| 


n 
pe Se h = Sy a, +b,) 
i= i=1 i=1 
a 


Mb 

Me 

2 
m4 


Pueden también considerarse sumatorias dobles, es decir, sumatorias 
de sumatorias, cuando deban sumarse números a 3 dependientes de dos índices. 
En ese caso, con el símbolo 

n 
E 5 
se quiere significar 


Nótese que el producto de dos sumarorias simples equivale a una sumatoria do - 


ble, según la fórmula 


PODIPRE 


il j=1 


A menudo hay ocasiones en que se consideran sumatorias dobles del tipo: 


AN ON 


n 
o sea Es (Ap +8 + mea A 
+ 
o" a 


si se asocian los términos pór columna, se ve que la (2) puede ser trarisformada 


en la 
n n 
Y > E 
j=0 e] 


Análogamente pueden considerarse sumatorias triples, cuádruples, etc. 


CAPITULO 1 
Conjunto de números reales 


1-EXTREMOS INFERIOR Y SUPERIOR DE UN CONJUNTO DE 
NUMEROS REALES. (ver "Lecciones", Cap. 1, n0 3). 


Fijados cuatro números reales y positivos a ,B,y,9, de 
modo tal que resulte 

as-pr>o0o , (1 
considérese el conjunto E de todos los números reales x 


proporcionados por la fórmula 


_ ma+nB 2 
yan > a 
donde m,n designan a dos números enteros positivos arbi 


trarios. Determínese el extremo superior y el extremo infe- 
rior de tal conjunto ES 
Hagamos ver, ante todo, que E es un conjunto acotado. En efecto; de (1) si- 


gue a > te 


a 
B< zz y entonces, para todo par de enteros positivos 


m, n resultará 


m +nfB ma+n ai 
Mo O AMES 
mY+n8 E mY +n8 Y 
de modo que se tendrá siempre 
B a 
A 3 
5 < Y 8) 


o sea que el conjunto E está acotado tanto inferiormente como superiormente; de 
ahí que sus extremos, superior e inferior, son finitos. 


Veamos ahora si puede ES ser el extremo inferior de E . Por la (3) cste 


Sd y 2 

B 
húmero 07 verifica la primer propiedad del extremo inferior; probaremos 
que verifica también la segunda, vale decir, que fijado arbitrariamente € > 0 
existirá por lo menos un número x del conjunto tal que resulte x < > +€ 


DSsea, X e 


$ 
Como para todo par m,n se tiene 


ma 
tendremos que para que resulte x - £ < E será necesario elegir m,n 


de modo que sea 


Y esto es ciertamente posible porque la desigualdad precedente equivale a la 
mL 20 ss do ar 6 


1+ (— -—) , la que se verifica para todo par m,n 
m Y € Y B Y 
elegido de modo que resulte —> Le ( SE SB E) Ent L 
q =A Fe Y 5 -. Entonces, el ex 
tremo inferior buscado es, efectivamente, + 5 
Pruebe el lector, con un razonamiento del todo análogo, que el extremo superior 
a 
Y . 
Y 


La (3) nos dice además que ambos extremos no están incluidos entre los valo- 
Tres asumidos por x  , de donde nuestro conjunto carece de mínimo y de máximo. 
Si en lugar de considerar mn enteros positivos,lós hubiéfamos supuesto po 


sitivos o nulos (pero no simultáneamente nulos, ya que en este caso la (2) no 


B a 
tendría sentido ), habría resultado x= 7 para m=0, nz0 y x= E 
a 
para m0, n=0 ., La (3) quedaría sustituída por la E <x $ y 
habríamos tenido otro conjunto E! que, en este caso, habría admitido "mínimo 


a 
ata y máximo — . 5 


E 
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2 -Determinar el extremo inferior A y el extremo superior A 
de los conjuntos descriptos por los números x definidos 
por las fórmulas siguientes: 
e 1 
x=n+ > 


; (1) 


; (2) 


n-l. 
n 


x= 


donde r indica el resto de la división de n por un número entero y (3) 
positivo fijado k , 


Se encuentra facilmente 


2 (mínimo), A=+0w ; 


mon "o (2) A=-1,A=1 5 


por el conjunto (1) A 


pal nd (3) A=0(mínimo), A=k-1 


¿ Que sucede en este último conjunto si k=1 2? 


3-PUNTOS DE ACUMULACION ( Ver "Lecciones", Cap. I, no 4) 
Fijado un número entero y positivo k ¡;considérese el 
conjunto E de todos los números reales x proporciona - 


dos por la fórmula 

n2 
a Lo 
donde q indica el cociente de la división de n A 


x -a (n= 


Determínense los puntos de acumulación del conjunto E A 


Designando con r al resto de la división de n por k (puede ser r=0,1l, 


2,.....Kk-1) setendrá n=kq+r , por lo que la (1) puede escribirse 
kq +r)2 kr -1)q+r2 
e) ELA) ds ( )4 a 
k(kq+r)+1 k2q + kr +1 


El conjunto en consideración E puede entonces imaginarse generado por la 


fórmula (2) cuando sedea r uno cualquiera de los k valores 0,1l,.... 


1-3 4 


k-1 ya q uno cualquiera de los infinitos valores 0,1,2,3, indepen 


dientemente del valor ya fijado para r . Se puede entonces decir que nuestro 


conjunto E constade k conjuntos Eq,E]  ....., Ex-1 , entre los que 
'el genérico E. está descripto por 
5 2 
A A AS 
+kr4+1 
Es evidente que cáda punto de acumulación de Ep es también punto de acumu- 
lación de E y, viceversa, que cada punto de acumulación de E loes, al menos 
para uno de los conjuntos Eg, Ez ,...., Ex-1 
Para determinar los puntos de acumulación de E bastará entonces buscar los 


de Ep, Ej, ++...., Ep-1 y luego reunir los puntos hallados. De la (3) se de 


duce 


A O 
k k2 -k2 (k2q +kr +1) 


y entonces está claro que, para r fijo, x disminuye al crecer q , permane 
ciendo no obstante siempre mayor que el número fijo E r* = - +r . Tras es 
to es fácil deducir que el conjunto E, está totalmente formado por puntos aisla- 
dos y admite como único punto de acumulación a E y (que no pertenece a Ep). 
En efecto; observese que, siendo Xx En < Po para q>0 , fijado arbitra- 
riamente un entorno "(Ep-€,Bp+€) de Er ,elpunto x quedará conteni- 
do en él en correspondencia con los infinitos valores de q que son > áz .Con 
cluimos que el conjunto E tiene los k siguientes puntos de acumulación 


, 1 1 1 2 1 
5. E A E 
30 PE > Br E Ba EE k-1 


Pruebe el lector que ninguno de estos puntos pertenece a E (ya se ha visto que 
Er no pertenece a Er ;perono se ha excluido todavía que pueda pertenecer a 


algún otro de los k conjuntos arriba considerados ). 
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4 -Dado un conjunto acotado E de números reales, demostrar 
hue si su extremo inferior Á no es un mínimo,el mismo es 
punto de acumulación de E . Análogamente para el extrema 
superior A. 


Basta pensar en las propiedades del extremo inferior (superior ) . 


CAPITULO Il 
Cálculo combinatorio 


1-DISPOSICIONES, PERMUTACIONES, COMBINACIONES ( ver 
"Lecciones" Cap, II, n% 1). 


Con las 10 cifras 0, 1, 2, ...., 9 d¿cúantos números de 
5 cifras todas distintas pueden. formarse? 


*Cada número de 5 cifras todas distintas constituye una disposición de clase 5 de 


las 10 cifras 0, 1 


pero en tales disposiciones la cifra que ocupa el 
primer “puesto es ciertamente distinta de cero. Es necesario entonces restar del 
número total de disposiciones de 10 objetos tomados de 5 en 5, el número de aqué - 
llas que comienzan con 0, Estas últimas son tantas como son los modos de ocu 
par el segundo, tercero, cuarto, quinto puesto con citras distintas elegidas entre 
1, 2, ..., 9, vale decir, tantas como resultan las disposiciones de 9 objetos to- 


madas de 4en 4 . Concluimos entonces que el número buscado es 


10.9.8.7,8.- 9.8.7.6 = 27.216. 


2-En un concurso para 4 puestos participan 12 concurrentes, 
¿Cuántas diferentes formas de ser adjudicados son posibles? 
Son tantas como las disposiciones de 12 objetos tomadas de 4 en 4, o sea 
12.11.10.9> 11,880 , 


¿Y si pudiera el jurado declarar desiertos los cargos? En este caso muestre el 


lector que el número de decisiones posibles diferentes es de 18,001. 


- 7 1-3 
B-Entre las n! permutaciones de n objetos, determinar cuán- 
tas son aquéllas en las que dos determinados objetos no figu- 
ran nunca ni en el. primer ni en el segundo puesto. 

Indiquemos con 1,2 a los dos objetos considerados. Para la elección del obje- 
to a colocar en el primer puesto hay n-2 posibilidades (debiéndose excluir tan 
toa 1 comoa 2 );para la elección del objeto a colocar en el segundo puesto 
hay n-3 posibilidades ( ya que también debe excluirse el objeto que ocupó el pri 
mer puesto ); los n -2 puestos todavía libres pueden ocuparse por una permuta-= 
ción cualquiera de los n-2 objetos que restan tras haberse ocupado los prime- 
ros dos puestos. Por lo tanto el número buscado es 


+ (n-2)(n-3)[(n-2)!] . 


4 -Expresar con el símbolo de factorial el producto de los pri 
meros n números pares y el de los primeros n números 
impares. 

Los primeros n números pares son 2=2,1 , 4=2.,2 , 6=2.3 , 
....2.n  yentonces el producto vale .,n! . 

En lo que respecta al producto de los primeros n números impares 1,3, 5, 
...., 2n -1 , basta observar que el mismo puede obtenerse del producto de todos 
los números enteros desde 1 hasta 2n dividiéndolo por el producto de los pri- 
meros n números pares; se tiene entonces el resultado E . 

El producto de los primeros n números pares es a menudo indicado con (2n Jl 


y el de los primeros n números impares con (2n-1)!! . Conesta notación 


tendremos entonces 


(2n): 


I -5 8 
$ -Calcular el número de las diagonales de un polígono den 
lados. 

Trazando todas las posibles rectas que unen dos vértices, se obtienen 16 ) 3 


que comprenden los n lados y las diagonales. El número de éstas es, entonces, 
n(n-3) 


A A 
6 -Calcular el nú mero de las diagonales de un n-látero pla- 
no completo, 

Recordemos previamente que un n -látero plano completo es la figura forma 
da por n rectas de un plano (lados ),de las que nunca tres de ellas se encuen 
tran en un mismo punto, y por los (3) puntos intersección (vértices ) de di- 
chos lados dos a dos, Se llaman diagonales todas las rectas que unen dos vérti 
ces y que no son lados. 

Contemos cuántas son las diagonales que pasan por un vértice V fijado. 

Es necesario unir V con todos los vértices que no están sobre los dos lados 
que pasan por V ,.es decir, con todos los. vértices que son intersección de los 
n-2 lados, dos a dos. Entonces las diagonales que parten de V son (no) 

Multiplicando este número por el número E y) de los vértices se obtiene el doble 
del número de las diagonales, ya que cada diagonal 'VV! ha sido contada dos veces 
(una vez partiendo de V yotravezde V' ). 


Concluimos que el número buscado es 


1 n n-2 1 
27) 


7-PERMUTACIONES DE n OBJETOS NO TODOS DISTINTOS. 
Supongamos tener n objetos que se puedan repartir en cierto número p de 
grupos, entre los que el primero consta de kj objetos iguales entre sí; el segun- 


do por kg objetos, también iguales entre sí, pero distintos de los del primer gru 


El n-7 


po; . el p -ésimo formado por Ko objetos iguales entre sí, pero distin- 


tos de todos los de los grupos precedentes. Debe ser, naturalmente, 
k¡+ko+....+k¿=n . (1) 
Por ejemplo, si se consideran los objetos aaaabbccd , se tiene: n=9 , 
k=4>, kg=2%, kg=2 , ky=1. 
Se pregunta de cuántos modos pueden permutarse los n objetos considerados, 
Sea G cualquiera de los grupos ordenados formados con tales objetos. Sien él 
permutamos de todos los kj! modos posibles'los objetos del primer grupo, de 


todos los kg! modos posibles los objetos del segundo grupo, . de todos los 


'k,! modos posibles los del. p-ésimo grupo, el grupo G queda, evidentemen 
y ui : » 
te, inalterado, Pero, si estuviéramos en condiciones de distinguir los objetos i= 
guales entre sí, la misma operación permitiría asociar a G un número de 


kj! kg! .... kp! grupos que serían otras tantas permutaciones de los n  obje- 


tos dados pensados como distintos entre sí. Entonces, a cada grupo G se le pue 
den hacer corresponder kj!kg!.... kp! permutaciones de las n! que haríamos 


mos con n objetos distintos; de ahí que el número de los grupos G será 
n! 


ki! Kgl o... kp! 


(2) 


Se puede también hacer este otro razonamiento. Cuando se quiere formar un gru 
po G. se debe ante todo elegir los kj puestos que deben ser ocupados por los 
k¡ objetos del primer grupo /y ésto puede hacerse de (a) modos distintos 7 ; 
después, entre los restantes n -k¡. puestos, elegir aquéllos que deben sér ocu 
pados por los kg objetos del segundo grupo / que puede hacerse de ( o mo 
dos distintos /; y continuar de esta manera. Concluimos que el n% de grupos G 


está dado por 


El 


un-8 10 
b sea , por una conocida fórmula sobre los coeficientes binomiales (ver "Lecce io 


hes", Cap, ,n%2):: 


E (n -k1): (n-k1-k2)! 
TAR TO RE =E2)1 0 Eg ink ka kg)1 00000" 


(n -k1 -la 


reencontramos la expresión (2) . 


B- ¿Cuántos son los anagramas de la palabra "miramar"  ? 
¿Y de la palabra "caracolear" ? 
La palabra "miramar" se compone de 7 letras no todas distintas (hay dos Mm, 


dos r ,dos a yuna i );porlo tanto, según el ejercicio precedente, el nú- 


Ímero de los anagramas posibles es 
Tm 


TICS 630; 


análogamente, para la otra palabra, se encuentra 
10% 


—__—_—_—— = 151,200, . 
NIN Tr Tr 


9-PROPIEDAD DE LOS COEFICIENTES BINOMIALES (Ver "Lec 
ciones", Cap. HI, n02), 


Demostrar.las conocidas fórmulas 


le: o 
E e a o 


con razonamientos de naturaleza combinatoria, 


Para la (1) basta observar que cuando con n objetos dados se forma una com 


binación de clase k , quedan libres n-k objetos que forman, a su vez, . una 


u u-10 
combinación de clase n-k .Entonces las combinaciones de clase k son tan- 
tas como las de clase n-k ,ydeahíla (1) . 

La (2) se obtiene, en cambio, observando que, fijado un objeto cualquiera en- 
tre los n dados 1,2,...,n (porejemplo, el objeto 1), las ( y com 
binaciones de clase k se subdividen en dos categorías: las que contienen el 1 y 
las que no lo contienen, Se ve inmediatamente que el número de las primeras es de 


n-1 n-1 
el de las segunda: . 
ed y ina ( k ) 


10 -La misma cuestión del ejercicio anterior para la fórmula, 
¡CARA Lada e do E ATA 
Las (5) combinaciones de clase k+1 delos n+1 objetos 1,2, ... 

+.., +1 pueden repartirse en n-Kk+1 categorías: la 1% está formada por las 

combinaciones que contienen el objeto 1 ;la 2 por las que no contienen el obje 

to 1 pero contienen el objeto 2 ;la 3% por las que no contienen los objetos 1, 

2 y contienen el objeto 3,....; la (n-k+1)-4ésima por las que no  contie 

nen los objetos 1, 2, ...,n-k ycontienenal n-k+1 ,Y no se puede encon 

trar otra puesto que no existen combinaciones de clase k+1 que no contengan a 

los objetos 1, 2, ...,n-k+1 ya que los objetos restantes son solamente —k, 

Con lo dicho y puesto que se ve inmediatamente que en las varias categorías antes 


mencionadas están contenidas un número de combinaciones como el indicado en los 


respectivos términos del segundo miembro de (1) , queda justificada tal fórmula. 


11 - Verificar que valen las siguientes identidades: 


(M0) (GA) - 


A HN nl n AS) 
h+11h k n-h+k h-k+1 k 


mn 
ki (n-k)!  * 


La verificación es inmediata utilizando la conocida fórmula (| 2) = 


HU -12 12 
12-Demostrar la relación 
mny _(mvi/ n m n m n myn 
OA 
la que será válida en todos los casos, siempre que convenga- 
mos que sea (5)=0 cuando s>r (cfr, con el ejercicio sucesivo 16). 


Comencemos con un ejemplo que ilustre la convención que acabamos de hacer .En 


glcaso m=5 , n=2 , k=4 ,la (1) dará 


O or 


no se han escrito los últimos dos términos 1) E ) 5 ( 0 Mi a ) porque 
hemos asumido ( a )-0 % le )-0 A 

En general la (1) deriva de observar que, para contar las combinaciones de 
m+n objetos de k en k , puede procederse del modo siguiente, 

Se subdividen los m=+n objetos dados en dos grupos: el primero constitui- 
do por m objetos, el segundo por n , Después se cuentan las combinaciones 
en las que los k objetos pertenecen todos al primer grupo, resultando ( E ) = 
= (E 1 E] ) si m2k  , mientras que no existe ninguna si m<k , Posterior 
mente se cuentan las combinaciones formadas con k-1 objetos del primer gru- 
poy 1 del segundo, que resultan ser ¡ll ' ) si m>2k-1 ,noexis- 
tiendo ninguna si m<k-1 , Y así se prosigue. Se ve entonces que el número to 
tal ( es ) de combinaciones considerado es precisamente igual a la suma de 


los términos indicados en el segundo miembro de (1) con la condición de inter - 


pretarlos según la convención introducida. 


13 - Demostrar que es 


2 2 2 2 
n n n n 2n 
lille ele 
Se obtiene esta fórmula, a partir de la. (1) del ejercicio precedente, cuando se 


ponga m=n , k=n . 
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14 - Demostrar que los números 
n n n n 
KO Je Ms 1) DE (6-0) [acc YE -e 
escritos en la n-ésima fila del triángulo aritmético crecen 
hasta el término o los términos centrales, para decrecer 
luego. 
Bastará probar el crecimiento hasta el término o los términos centrales; el pos- 


terior decrecimiento es consecuencia de la conocida propiedad de simetría expresa 


da por la yl A ] 
k n-k 


Para determinar el crecimiento obsérvese que es” a Y,[2)] 2 
k+1 k] k+1 
y que el factor = es >1 para k< => . Distinguiendo, después, el ca 
+ 


sode n parconelde n impar, habremos demostrado lo propuesto. 


15 - Demostrar que, si en el triángulo aritmético 


ARA arts tó 
y 2 > r Pr 


510 10 5 1 


A se calculan 


las sumas de los números ubicados sobre las sucesivas diago 
nales ascendentes (del modo indicado más arriba ), se obtiene una su- 
cesión de números (llamados números de Fibonacci ) :; 

ai=1 , d2=1 ,,83=2 , a4=3., a5=0 , ag=8 , az=13,... 
tales que cada uno (a partir del tercero)es la suma de los dos que 


lo preceden. 


H -15 14 


Sobre la n-ésima diagonal ascendente se encuentran escritos, sucesivamente , 
los números 


(2) (5) + (5) 0 (e) 


con p= [52] , donde este símbolo indica el máximo entero contenido en 2-1 


(es decir pel si n espar; p= 22 si n esimpar). Por lo 
tanto, la expresión del n-ésimo número de Fibonacci es 
ps 
n-k-1 
Lo ( k ) . (1) 
=0 


Para probar que todo número ay de Fibonacci es la suma de los dos que lo 
preceden distinguiremos los dos casos de n pary n impar, 
Si n es par, poniendo n=2m , debe demostrarse que 

22m * 2m-2* *2m-1 a 


Por la (1) se tiene 


22m-2* ( 
1 ñ 
4 4 
: (2m-2 (2m-3) ,(2m-4Y, ES 
¡acia 0 1 O [LS a m-2 m-1 
¡ ¡ ! 
Ú y 
a -(2m-1 + 2m-2 mA 2m-3 Eh ¿(a y, m 
2m 0 1 2 m-2 m-1 


y se ve inmediatamente que la (2) es cierta en virtud de la conocida f 
n-1 pe A 
EE pi 
Si n esimpar, poñhiendo n=2m+1 se debe demostrar que 


A2m+1* 22m-1* 22m 6) 


Porla (1) tenemos: 


' 


rica > 3 B 
3 


A 
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“y, como antes, se observa la validez de la (3) . 


16-GENERALIZACION DE LOS COEFICIENTES BINOMIALES., 


El símbolo 


En > 10) 


ha sido hasta ahora considerado en el caso que n,k sean números enteros posi- 
tivos, con nzk , y tal símbolo tiene el conocido significado combinatorio. Si se 
prescinde de este significado, resulta claro que el segundo miembro de (1) /tie- 
ne todavía sentido cuaudo, siempre suponiendo k entero positivo, — sustituimos 
n por un arbitrario número real o complejo a . Se suele, precisamente, poner 
por definición 


O (2) 


k 


¡manteniendo después la convención ( A )- 1 . Estos símbolos más generales 
( E ) son muy usados en análisis matemático y continúan llamándose coeficientes 
binomiales, 

Por ejemplo, si a es un entero positivo menor que k , Fonisn 
do 4 =n , cuando se forman las k -1 diferencias n-1,Nn-2, ....oooo.o.oo, 
«.«.,»,N-(k-1) que intervienen en el numerador del segundo miembro de (1), 
se encontrará con certeza la diferencia n-n=0 (dadoque 1<n<k) ;resul 
ta, entonces, 

(e) =0 , para n entero positivo < k . 


Por lo tanto, la convención hecha en el ejercicio 12 “termina resultando una 


consecuencia de la extensión del concepto de coeficiente binomial hecha con la (2) . 


17 - Con referencia a los conceptos precedentes, demostrar que 


(E (os) A m 
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a 
k 22k (1 )2 
Para la (2) téngase presente el ejercicio 4 


18 - DISPOSICIONES Y COMBINACIONES CON REPETICION (Ver 
"Lecciones", Cap. 1, n93), 
Con las cifras 0, 1, 2,3, 4,5, 6, ¿ cuántos números de 5 cifras, no ne- 
cesariamente todas distintas, pueden formarse ?. 
Cada número de 5 cifras del tipo considerado constituye una disposición con re- 


petición de clase 5 de las siete cifras 0, 1, 6 


+, 6; sin embargo en tal dis- 
posición la cifra que ocupa el primer lugar es distinta del 0 ¿Es necesario en- 
tonces, restar del número total de disposiciones con repetición de 7 objetos de 
5 en 5 el número de aquéllas que comienzan con 0 . Estas últimas son tantas 


como las disposiciones con repetición de las siete cifras consideradas de clase 4, 


Entonces el número buscado es 


4. 6=,14,406 


19 -En el juego del totocalcio  (*), ¿ cuántos son los pronós 
ticos posibles? Entre estos pronósticos, ¿ cuántos podrán 
totalizar 13 puntos; 12 puntos, 11 puntos,...., 0 puntos ? 
Los pronósticos posibles son tantos como las disposiciones con repetición de 
los tres signos 1, 2,x sobre 13 lugares, vale decir, 
313 = 1.594 323 


Entre todos estos pronósticos, uno solo totaliza 13 puntos, Para contar cuan- 


,(*) El juego del Totocalcio (o "polla" del fútbol italiano ) consiste, en pronosticar los resul 
llados de 13 partidos de fútbol, indicando con un 1 si se considera que vencerá el equipo 
local, con un 2 si se supone vencedor al visitante o con una * x si se supone empa- 
te. Cada resultado acertado representa, en todos los casos, un punto para el jugador. (N. del 
Ed 
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tos son los que totalizan k puntos (k=12, 11, .,0) observemos, ante to- 


do, que los k resultados acertados pueden presentarse de (e ) modos distin 
tos, En segundo lugar tengamos presente que cada elección de k resultados acer 
tados estará acompañada de 13 -k pronósticos equivocados y que cada uno de és 
tos puede haber errado de dos modos distintos (si, por ejemplo, el resultado es 


1 , el error puede haberse ocasionado en haber pronosticado 2 o Xx ). Enton- 


ces a cada grupo de k resultados justos se pueden asociar yi3-k grupos de 
13 -k resultados equivocados, Concluimos que el número de los pronósticos que 


realizan k puntos es 


169) 2 y213-k 
Dando a k los sucesivos valores 13, 12, ..... 1, 0, se obtiene el siguien- 
te cuadro: 

pronósticos con 13 puntos: 1 pronósticos con 6 puntos: 219.648 
Y A Uas 26 Y 1 8) bil 329,472 
A LE: 312 E Mn pl 366,080 
ha CA 2.288 as PY 0 292,864 
pa . y» 11,440 al Ce hi 159,744 
E ETB 41,184 ; hi od pa 53.248 
a A 109,824 pue 0 pa 8.192 


313 


Naturalmente, la suma de estos números debe ser igual a Obsérvese 


que este hecho es una consecuencia de la fórmula que da la potencia de un binomio 


(ver "Lecciones", Cap. II, n% 4 ), ya que puede escribirse 
13 
e (42) 13 
k=0 


20 - Indicando con c' iS (65) al número de las combinacio 
me 2 


nes con repetición de n objetos de k en k , fórmeseel cua 
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dro (de infinitas filas e infinitas columnas ) constituido por 


todos los posibles números nk , Con n y k variando: 
eL c'1,2 1,3 21,4 15 o 
E O 
e e Y .. 
A O IES 


Demostrar que los números de la primer fila son todos i- 


guales a 1 ;que los de la primer columna son los números 


naturales 1, 2 


NAT que todo otro número del cuadro es 


la suma de aquéllos que, perteneciendo a la columna prece- 
fila 


dente, están desde la primera fila hasta la misma del 


que deseamos obtener. 
Las primeras dos propiedades son, evidentes. En lo que respecta a la tercera, se 


trata de demostrar que 


el . ñ 
o A 


o sea, 
(pres k-1 k (ets oia 
k FVk-1) +A k-1) Hi k-1)+-»+-+ A k-1 . 
Pero ésta, (salvo la notación) no es sino la (1) del ejemplo 10, 


En base a las propiedades enunciadas, el cuadro en estudio se puede construir 


muy fácilmente . Se encuentra: 


1 1 . :x 1 1 1 

2 3 4 5 6 Dore 
3 6 10 15 21 e 
4 10 20 35 56 E 37 
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21 - Tras reducir términos semejantes ¿cuál es el número 
mayor de términos que puede tener un polinomio homogéneo , 


de grado n  , con r variables XX» + 


Cada término es del tipo CxSlx,42..,x,£F con kj, kz, .... , Kp enteros, 


positivos o nulos, tales que kj+k2+....kp=nB  . Escribiéndolo 


cts, X2X2 +<««Xo ...«Xp Xp ....Xp , 
Ki Ss Er 


se ve que le podemos asociar una combinación con repetición de clase n de las 
r letras X],X2,+...»Xp +. El número buscado es, entonces, 
( r+ a - 1) » 

22- La misma pregunta del ejercicio anterior para el caso de 
un polinomio completo de grado n en r variables x],X2,. 
e 

Introduciendo una variable x¿ y multiplicando cada término del polinomio por 
x0Kk donde k (con 0Sk $n) designa el grado del término considerado, el 
mismo polinomio se transforma en uno homogéneo, de grado n ,en las r«+ 1 
variables Xy,X],...., Xp . Por lo tanto, según el ejercicio precedente, el nú 
mero buscado es 

(En ) . 

Se puede llegar a este resultado también de otro modo. Un polinomio completo de 

grado n essumade n+1 polinomios homogéneos de grados 0, 1, 2, .....M. 


Por lo tanto, en base al ejercicio precedente, contendrá un número de términos da- 


o po a ola 


pero esta suma vale (a) a ) , en virtud de la (1) del ejemplo 10 . 
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23 - POTENCIA DE UN BINOMIO (Ver "Lecciones", Cap II, n%4). 
Desarrollar las siguientes potencias 
o ao as a A 
Se encuentra: 
(m all - 120 lp + 662%? —22000 17 + 4950 1! 7920 1 + 924000 - 79200" + 


+ at 220017 + 6602110 -120b11 + p12 ; 


a 2 5 20 + 150) +1; 
6) dm 28 3 PL DD; 
x x3 x0 xY 


15 10 5 80 32 
(4) x" +10x + 40x O 


24 -En el desarrollo de (a+b)” se sabe que el segundo, ter 
cer y cuarto término, valen, respectivamente, 2560 , 2560 y 
1280 , Determinar a, b,n. 

Se tienen las tres ecuaciones 


nal-1p=2560 , Alia zp? = 2560 . 2D pa =1280, 


Dividiendo la segunda por la primera y la tercera por la segunda, se obtiene 


A 
y Ss y * 
de ésto sigue, además, 2 ,dedonde n=5 . Luegoes fácil dedu 


cir a=d , 


25 -Demostrar que el n-ésimo número de Fibonacci ap (Ver 
ejercicio 15) puede representarse con la fórmula. 
aa (LE 67 W 
VS 2 2 
Deducir otra expresión de ay sin radicales. 
Los números de Fibonacci están completamente determinados por las tres condj- 


a¡=1, aj=1,a $ 


A 18 + (M3, 4,5, 0...) . e) 


Entonces, para probar que la (1) proporciona tales números , bastará hacer 


21 n-26 

Ver que las (2) se verifican. Para las primeras dos la respuesta positiva es in- 

mediata; para la tercera convendrá mostrar que se verifica separadamente para 
los dos términos de que se compone el segundo miembro de (1) 

Para obtener otra expresión de las An Obsérvese que, por la fórmula del bino 


mio, de la (1) sigue 


n 
1 1 n k k 
a MA -(- y5) ] y 
'suma en la que los términos correspondientes a valores pares de k son todos nu 


los, Quedan, entonces, solamente los términos correspondientes a los k  impa- 


res, de modo que, poniendo k=2h+1 puede escribirse 


[ha] 
a. — als Japó? ; 
Ys > - 2h+1 z 
y, por último, 
mi 
1 A ! n h 
7 1 2, (m1) * ¿ 


Recuérdese que [ 2 = ]_ indica el máximo entero contenido en 


26 -Demostrar que el binomio Ay (con n entero posi- 
tivo ) puede expresarse como un polinomio en las dos varia- 
bles s=x+y , P=Xy . 

De x+y=5 , Xxy=p seobtiene del modo conocido 

O TS TT 


por lo que se tendrá 


u- 27 22 
En esta suma son nulos todos los términos que corresponden a un k impar; 


si en los restantes llamamos a k con 2h se obtiene 


¿ul a (2) nta, 


lo que prueba la tesis 
Se tiene, por ejemplo, 
xy yó > OS (e -4p) + 158 (8? -4p ? + (8? -4p P p 


= gó - 65% + 9522 - 2p? . 


27 - POTENCIA DE UN POLINOMIO, 
Consideremos la potencia n-ésima de un polinomio a, +a2+.... +Ay de r 
términos. El desarrollo de 
(2+a9+....+a)” (1 
consta de la suma de un número de términos, cada uno de los cuales es el produc-= 
tode n factores entre los que habrá kj igualesal a, , k iguales al 
Ag y..... » Kp iguales al ao» habiendo indicado con kz, Ko, 5d Ko un gru 
po cualquiera de r números enteros positivos o nulos, tales que k¡+k2+..... 
«...+k,=n . En general existen varios términos correspondientes a una elec- 


ción fijada de k,, ko, 


, K, y razonando como en el ej. 7, se llega sin difi- 
cultad a que en cada caso existirán tantos términos como los indicados por el nú- 


mero 
n! 
E Dkg o 0... 
Como cada uno de los citados términos vale dEl af? RS ar se ve que la 


contribución de los mismos al desarrollo de (1) está expresada por 


23 q'=27 


k, k k 
A E (o) 


Haciendo variar k;,Kk2,...., Ky de todos los modos posibles, entre los an- 


tes indicados, y sumando las distintas contribuciones (2) , se llega a la fórmula 


n a Kk, 

(8, +agtim. tap) = > ai E 
kj+kg+....+Kkp=n “102 ct** Cr? 

donde el símbolo está indicando que la suma debe extender 


k] +k9+....+ky=n 
se u todos los términos del tipo escrito que se obtenga en correspondencia a todas 


las posibles elecciones de los r enteros kj,kgo, ...., K,  nonegativos que 
tengan por sumaa n , 


El número de los grupos Kk,, Kz, k, que es necesario considerar se ob- 


tiene inmediatamente observando que cada uno corresponde al producto 


n 
ki Ka Kr 
a la SS =4, 4, ....2, 2347. A e A , 
AS é 
ki kz kr 


que puede obviamente considerarse como una combinación con repetición de clase 


n delos r objetos Aj, Agr +»»» » 2. » Entonces los citados grupos serán 


Y 


tantos como las combinaciones con repetición de clase n de r objetos, es de- 


[EE is 


Por ejemplo, queriéndo desarrollar (a+b+e y? es necesario primeramente 


cir 


determinar todos los posibles grupos K, Ko Kg tales que Kk, +K) + kg la 


Dichos grupos son en total 10= (5) y, Concretamente : 


0 0 a | 1 | 2 1 
98% A 00 (PEA [O ME 
1 


| 
0 3 2 | 1 2 0 0 | 1 


k, | E | 0 


. 


ka |o|3| 0 


Es 


Entonces, aplicando la (3) , resulta 


IU - 28 24 


(arbr+o) =P +bd+ e + 3b02 + 3b% + 3ac? + 3220 + 3ab? + 32b + Gabe 


. 
28 -Escribir el desarrollo de (a+b+0o)* 
Tal desarrollo consta de ( 3 di AL )- 15 términos, cada uno de los cuales 


ar Ej Ez 3 
es del tipo FER Jill et , con Kky, ko, kg enteros no negativos 
tales que resulte k, + Kk, + kz =4  , Se pueden, entonces, asumir uno de estos 
números iguales a 4 y los otros dos iguales a cero, teniéndose los tres térmi- 


nos 
4 


Se puede también asumir dos iguales a 2 y el restante igual a cero, lo que pro- 
porciona los tres términos 
sep? , 6d , 6%? 
Se puede tomar uno igual a 3 ,otroiguala 1 yelterceroiguala 0 ,ob= 


teniéndose los seis términos 


sa, 4, 400, amd, 4bde , 4bo? 


Por último se puede tomar uno igual a 2 y los otros iguales a 1 , lo que ge 
nera los tres términos 
120%bc , 12b% , 12abo” 
El desarrollo buscado es la suma de los quince términos escritos. 
29 -Calcular el coeficiente de no en el desarrollo de 


(1x0? . 


Cada término del desarrollo en consideración es del tipo rl 24:35 a 

con a+ p+ Y+Ó=6 . Se trata de individualizar todos los términos para los que 

se tiene P+ 21+38=10 y hacer la suma de los correspondientes coeficientes. 
Consideremos, entonces, el sistema a+ p+7T+ $=6 , p+ 27 +35=10 


y busquemos todas las soluciones constituidas por números enteros no negativos . 
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De la segunda ecuación es evidente que para $ son posibles solamente los valo 
res 0,1,2,3, . Además, de la (1) se obtiene 
P=2-20+9 , Yy=4+0-28 (3) 
con lo que, teniendo en cuenta las condiciones p>0, Y>0 ,sellegaa 
20-4<a< - bl 
Tendremos así que: 


si 3 =0 tendremos como valores posibles para a ,el 0 yel 1 


Adsl " "oo. " " a ,el 0 yel 1 
si 5 =2 " " " " " a ,el 0 ,el 1yel2 
si 5=3 " "oo. " "” a ,el 2 


y entonces, utilizando también las (2) , se encuentran como únicas soluciones 


las siguientes ocho: 


($=0, a=0, B=2, Y=4) , ($=0, a=1, P=0, Y =5) , 
($=1, a=0; P=3, Y=2) , ($=1, a=1, B=1, Y=3) , 
($=2, a=0, PB=4, Y=0) , ($=2, a=1, P=2, Y=1) , 
($6=2,4=2, B=0, Y=2) , ($=3, a=2, fB=1, Y=0) . 
En correspondencia a dichas soluciones, los coeficientes ÍCa asumen 


los valores 15, 6, 60, 120, 15, 180, 90 y 60 respectivamente, y el coeficiente 


buscado valdrá, entonces, 546 , 


30 -Cuánto valdrá la suma de los coeficientes del desarrollo 
n 
de (a,+a+....+2,) ? 
Si en la conocida fórmula que proporciona tal desarrollo se pone Ay Ay 


1 , resulta inmediatamente que la suma buscada vale a 


31-SUMA DE LAS POTENCIAS r- ESIMAS DE LOS PRIMEROS 
n NUMEROS NATURALES 


I - 3] 26 
Designemos con r aun número entero positivo y propongámonos indicar un 
(procedimiento para calcular la suma 0% ,(n) , de las potencias r-ésimas de 
los primeros —n números naturales, 
Ma) +, 


Con ese objeto partamos de la fórmula 


(21 


SS 


y pongamos en ella, sucesivamente, h=1, 2, ...., n , para después sumar 
miembro a miembro las relaciones obtenidas. Se llega así a la 
n 


5 > 
paraa O E 
=1 h=1 1* 
El primer miembro vale, evidentemente, (n+1% -1> ¡el segundo vale 
¡E pa n k E É 
pm ac) y de JE ( k ) 9,_y (2) y se tiene,entonces , la siguiente re- 
=1 h=1 k=1 


llación fundamental: 
r 
AE) rece (yt +1 a my) 
=1 


de la que se puede deducir el cálculo de todas las o (n) . 
En efecto; sien la (1) hacemos, sucesivamente, r=1,2,3,4,.... seob 
tienen las 
o¿(n)=n 
20, (n)+0,(n)=(n+1)-1 
30,()+30, (n)+0,(n)=(n+ 1-1, 


40,(n)+60,(n)+40, (n)+0,(n)=(n+1)%-1 


de las que se obtiene 
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+1)(20+1) 
9¿(n)=n e a O o RE , 


07(n)= n2n+12 


Demuestre el lector que resulta 


o (n)= 2(n+1)(2m+1)(30"+50-1)' 
4 30 


32 - Teniendo en cuenta el ejercicio precedente , calcular la 
suma de los cuadrados o de los cubos de los primeros n nú 
meros pares o de los primeros n números impares. 
Observando que 
Pe (2) = 2 0, (mM), 
se deduce inmediatamente que la suma de los cuadrados de los primeros n núme 
ros pares vale 407(n) ,osea 
En (141) (201) 
y que la de los cubos vale 803 (n), vale decir 
m2(n+1)3 . 
En cuanto se refiere a los números impares, puede escribirse 
A 
E EE 
sigue así que la suma de los cuadrados de los primeros n números impares va - 
le 929(2N)-40,(n) ,osea 
Fa (4n? -1) E 
y la de los cubos, o¿(2m)-80¿(n) vale decir 


n2(2m2-1) . 


33 -Calcular las dos sumas > (2k -1)(2k+1)( 2k+3), 


2k (2k +2) (2k + 4) . Serán, respectivamente 


80¿(n)+120,(n)-20, (n)-30 (n) » 80 (n)+2%0,(n)160, (2), 
vale decir, (ej. 31): 
n(207 +8 +7-2) , 2n(n+1)(n+2)(n+3) . 
34 -CONCEPTOS RELATIVOS A LAS PERMUTACIONES ( Ver "Lec 
ciones" Cap, XII, n%1). 
¿ Con cuántos cambios sucesivos pueden realizarse las si- 
guientes sustituciones 
1234 > 12 7 E 1234567 2 
3142 57 6 1764352 
Con 3,6 y 3 cambios sucesivos, respectivamente. 


35 - ¿ Cuántas:inversiones presentan las dos permutaciones 
461325 z 351624 5 
respecto de la permutación fundamental 123456 2? 


8 y 7 inversiones, respectivamente. 


36 - E Cúal es el número máximo de inversiones que puede pre 
sentar una permutación de hn objetos 1, 2, 3, ....,n  ? 

Evidentemente la permutación que presenta el número máximo de inversiones es 
la n(n-1)(n-2).....321,es decir, aquélla en que los objetos se suce- 
den en el orden inverso al de la permutación fundamental, El número máximo de in 


versiones es, entonces, 


E n(n-1)_ n 
(m-1)+(n-2)4....+2+1= 2 ( ) E 


37 - Demostrar que entre las n! factorial permutaciones de 


(n+1) (n- 2) 


n objetos hay n-1 qué presentan una inversión y 7 
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que presentan dos inversiones. 
La primera afirmación es casi evidente ya que una permutación con una sola in- 
versión se obtiene de la fundamental cambiando dos elementos consecutivos, 
Menos inmediata es la segunda, que demostraremos por inducción. Se ve inme 
diatamente que es cierta en el caso n=3 -, enel que hay dos permutaciones con 
2 inversiones (la 231 yla 312 ). Admitamos que la afirmación sea cierta 
para el caso de n-1 objetos y demostraremos, apoyándonos en esta admisión , 
que es cierta para n objetos. Una permutación de n objetos con 2 inversio| 
nes, debe, evidentemente, comenzar conel 1 ,oconel 2 ,oconel 3 .En 


aquéllas que comienzan conel 1 ,las 2 inversiones se presentan entre los 


n-1 objetos sucesivos, por lo que el número de dichas permutaciones será 
Y . En las que comienzan con 2 ,los n-1 objetos sucesivos de- 


ben presentar una inversión, por lo que las permutaciones de este segundo tipo son 


n 


. Por último existe, evidentemente una sola que comienza con 3. De ahí 


que el número de las permutaciones de n objetos que presentan dos inversiones 


es 
z(0-2) (aaa paa 


38 -Con un razonamiento análogo al del ejercicio precedente, 


pruébese que entre las n! permutaciones de n objetos 


n(n2-7) 


hay 
6 


que presentan 3 inversiones. 


39 - PRODUCTO DE SUSTITUCIONES. SUSTITUCIONES CIRCU- 
LARES. 


Dadas dos sustituciones S, S' sobre n elementos, llámase producto SS' 


de las mismas a la sustitución que se obtiene realizando primero la sustitución S 


y después, sobre el resultado, la sustitución S' . Por ejemplo, si 


se tiene 


12345 
ri | 


En general, el producto de dos sustituciones no goza de la propiedad conmutati - 


va; así, en el ejemplo precedente, se tiene, 


, 12345 
dl cp 


Una sustitución S' será denominada inversa de una sustitución dada S cuan 
do el producto SS' coincide con la identidad, Es evidente que toda sustitución S 
tiene una y solamente una inversa, que es precisamente la que se obtiene intercam 
biando las dos filas de la S y que suele indicarse con el símbolo si Por 


ejemplo, para la sustitución S antes considerada, es 
iiioje (E 
12345 24513 
También es evidente que ( si pl =8 
Puede también definirse, obviamente, el producto de tres o más sustituciones 
(en un cierto orden ) y la potencia S” , con exponente entero positivo n ,co- 
mo el producto de n sustituciones coincidente con S . Se introduce también 
la potencia sn , Con exponente entero negativo -n -, como la potencia enési 


ma de la sustitución inversa S71 , Siempre con referencia a la S aque he-= 
mos hecho antes referencia, se tendrá por ejemplo: 


2345 s22|12345 
2 254 (41325 


Un ejemplo notable de sustitución sobre n elementos se tiene cuando, dispues 


. 
Poo 
so co 
ES 
a 
" 
. 
ES 


tos dichos elementos según un cierto orden iy, iziz ....ip-1 ip + la sustitución 


transforma cada elemento en el sucesivo, y al último en el primero : se trata en- 
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tonces, de la sustitución 


1 1213 <-> In-1 Ín 
Vd2dgda <p iy 
Esta sustitución es denominada sustitución circular o ciclo (de or- 


den n )yse indica simplemente con (i1 12 ---«in) ; Puede también ser n= 


=d 


E 
entendiéndose que el ciclo ( n ) representa la sustitución idéntica [ E) y 
La denominacion de sustitución circular deriva del hecho de que si los n elemen 
tos, en el orden indicado, se escriben en los puntos que dividen una circunferencia 
2. 
n 


en n partes iguales, una rotación de radianes alrededor del centro lle- 


vará al punto que se superpone con un elemento a superponerse con el elemento 
transformado. 


Considérese ahora cualquier sustitución, por ejemplo la 


Ss = El 3 . 

El elemento 1 se ha transformado enel 4 ,yel 4 enel 1 ¿entonces, 
en la Ss, está contenido el ciclo (1 4) . Elelemento 6 se ha transforma- 
doenel 2 yel 2 enel 6 ;hemos así encontrado otro ciclo: el (2 6). 
El elemento 3 se ha transformado enel 5 ,el 5 enel 7 yel 7 enel 
3 ¡hemos descubierto un tercer ciclo: el (3 5 7) . Puede entonces decirse 
que la sustitución Sj es el producto de los tres ciclos (1 4) , 100 0) A 
(357) 

El razonamiento se extiende fácilmente al caso general por lo que puede decirse 
que cualquier sustitución sobre n elementos o es un ciclo 
o es el producto de cierto número de ciclos que operan sobre 
grupos de elementos que no tienen entre sí elementos comu - 


nes, 


Hágase ver, por ejemplo, que: 


U - 40 32 
12345 
dea R0rd )(25 )(3) 


123456781. (15673)(248) . 
54186732 


40 - De cuántos modos pueden disponerse n personas alre 
dedor de una mesa circular ? 

En 2 (m1) modos , ynoen n! , puesto que fijada cualquier per= 
mutación de las n personas, tanto en ella como en las n-1 que sededucen 


de la misma con sucesivas sustituciones circulares, la posición relativa de las 


personas es siempre la misma, 


41 - NOCIONES ELEMENTALES DE CALCULO DE PROBABILI- 
DADES 


En el "Cálculo de probabilidades' se consideran aquellos sucesos o eventos 
respecto de los cuales no se puede afirmar "a priori" si se verificarán o no en 
una experiencia u observación. Se habla,entonces, de eventos que dependen del ca 
so (eventos casuales ), Enfrentados con un evento casual, sólo puede decirse 
que, si se procede a una experiencia u observación, debe verificarse necesariamen 
te un resultado perteneciente a un determinado conjunto de resultados posibles, sin 
poder precisar cuál, entre éstos, se verificará efectivamente. 

De ahora en más diremos simplemente evento en lugar de evento casual; las 
experiencias o pruebas relativas al mismo serán llamadas pruebas. 

Nos limitaremos aquí a considerar aquellos eventos dependientes de pruebas que 
dan lugar a un número finito de resultados o casos posibles. Se tratarán, a 
demás, de eventos relacionados con extracciones al azar y con juegos de azar, los 
que precisamente dieron origen a los primeros problemas de Cálculo de probabili- 


dades. Así, en el juego de la ruleta, cada prueba da lugar a 37 casos posibles; 
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el arrojar una moneda, en el juego de cara o seca, presenta dos casos posibles ; 
etc, etc, 

Para cada evento E del tipo dicho se ha buscado de definir un número destina 
do a proporcionar una medida de la fe que se puede depositar en el verificarse de 
tal evento. Indiquemos con N el número de los casos posibles; entre estos exis 
tirá un cierto número N, en los que se verifica E (casos favorables a 
E ), mientras que en los restantes Na =N- N; elevento E nose verifica 
(casos desfavorables a E). Silos N casos posibles se pueden conside 
rar como igualmente posibles , en el sentido que no surge a priori ninguna 
razón para que un caso se deba presentar con preferencia a otro, es natural medir 
nuestra fe en el verificarse de E mediante el cociente Z De aquí la de 
finición clásica de probabilidad :llámase probabilidad de un even- 
to E  , dependiente de pruebas que dan lugar a un número finito N de:casos po 
sibles, al número p igual al cociente entre el número N, de casos favora — 
blesa E yelnúmero N decasos posibles, siempre que estos últi - 
mus sean igualmente posibles. 

Por ejemplo, en el juego de la ruleta, la probabilidad del evento E consistente 
en que salga un número impar vale + ; en el juego de cara o seca, la proba 
bilidad de que salga cara es > 

Observemos que de la definición p= = sigue, evidentemente, 0<p<lL 

Se suele también incluir los casos límites p=0 , p=1 .Elprimero co- 


rresponde a N¡=0 ,es decir, a la ausencia de casos favorables; en tal caso el 


evento E esimposible, El segundo corresponde a N; =N ,es decir, a la 
ausencia de casos desfavorables; ahora tenemos la certeza del evento E, 


Cuando en una prueba no se verifica el evento E se dice que se ha verificado 


elevento contrario, que indicaremos con E , La probabilidad de E vale 
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Pp= E teniéndose evidentemente p=1-p 

Al aplicar la definición de probabilidad el cómiputo de los números N y ON; 
es, en ciertos casos , casi inmediato; pero, por lo general, el mismo conduce a 
cuestiones de cálculo combinatorio, algunas veces muy complicadas , 

Demos algunos otros ejemplos en que el cálculo es inmediato. Al arrojar un da- 
do, la probabilidad de obtener un punto prefijada es + + Si de una. urna que 
contiene a bolillas blancas y b negras se extrae una, la probabilidad que esta 


'sea blanca es 


Si de un mazo de $52 cartas se extrae una al azar , 


4 
la probabilidad que sea un as es A ps y la probabilidad de que sea 
13 
una carta de corazón es = = NN £jemplos más complicados serán 


desarrollados en los próximos ejercicios, 


Terminemos estos conceptos generales, haciendo mención del significado prácti 
co de la probabilidad p recién definida . Imaginemos, con relación a un evento 
E, que se realizan un cierto número n de pruebas y que se cuenta en cuántas 
de éstas se ha presentado E .Si ? eselnúmero obtenido (0£%<n) pode, 
mos considerar el cociente > que se denomina la frecuencia del evento 
E enlas n pruebas. Se trata de un dato experimental, generalmente variable 
cuando varía el grupo n de pruebas. Ahora bien; la experiencia (y no la teoría 
matemática como muchos creen ) demuestra que, si el número de las pruebas es 
muy elevado, la frecuencia 2 resulta siempre muy próxima a la probabilidad 
Pp del evento, Por lo tanto el significado práctico de la probabilidad p es el si- 
guiente: p es un número apto para preveer, con buena aproximación, la frecuen- 
cia del evento en un gran número de pruebas. En este hecho que, repetimos, ha si- 
do establecido solamente a través de la experiencia, reside toda la importancia a— 


plicativa del concepto de probabilidad. 
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42 -Se lanzan contemporáneamente dos dados; calcular la pro- 

babilidad de que la suma de los puntos obtenidos valga s, 

(5 24 30b. 0.120 

Los casos posibles son 36 , pudiéndose asociar cada uno de los séis puntos del 

primer dado con uno cualquiera de los seis puntos del segundo, Para contar los ca 

sos favorables a la suma s observemos que el entero s puede descomponerse 
en la suma de dos enteros positivos, de los siguientes s -1 modos: 

1+(s-1) , 2+(8s-2) , 3+(s-3) ,....(s-1)41 , (1) 

y que estos pares de puntos pueden obtenerse de los dados mientras resulte 


s-1%$6 ,osea, s $7 . Podemos entonces decir, entre tanto, que para 


2.£s ST la probabilidad buscada es 


s-1 
36 > 


Para s>7 , digamos para s=7+t ,con dos dados ya no es posible reali- 


(s=2,3,4,5,6,7) 


zar ni las primeras t nilas últimas t maneras expresadas en las (1) yen= 
tonces, los casos favorables se reducena s-12%=8-1+2(7-8)=13-8 


Resulta así que, para 8<sg12 , la probabilidad buscada es 


13 -s 


30» (5=8,9,10,11,12) 


43 -Se arrojan simultáneamente n dados; calcular la proba 
bilidad que un determinado punto (por ejemplo el 2 ) apa- 
rezca k veces (k=0, 1, 2, ...., 1). 

Los casos posibles son tantos como las disposiciones con repetición de los *6 
puntos sobre n puestos, vale decir, 6 , Para contar los casos favorables es 
necesario ver de cuántos modos puede asociarse ul grupo de k dados que presen 
ten todos el punto 2 con un grupo de n-k dados que presenten solamente los 


puntos 1.3,4,5 y6 . El primer grupo se puede elegir de tantos modos como 
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son las combinaciones de n objetos de k en k ,esdecir ( E ] ; el segun 
do grupo se puede elegir de tantos modos como son las disposiciones con repetición 
de los 5 puntos 1,3,4,5 y 6 sobre n-k puestos, o sea, ra 
probabilidad buscada es, entonces, 
HE 
A 
ga 


Por ejemplo, la probabilidad que, arrojando 5 dados, aparezca 3 veces el 


O dl 0) s 


punto 2 es 


65 3888 31,10... 


44 -Una urna contiene m  bolillas numeradas de 1 a m. 
Si se extraen n (n<m >) Ñ ¿cuál es la probabilidad p 
que entre los n números extraídos se encuentren ciertos k 
números prefijados (donde 1<kx<n)  ? 

Los casos posíbles son tantos como las combinaciones de clase n que se pue- 
den formar con los mm números de la urna, o sea, (eq . Una de estas combi-= 


naciones resulta favorable si contiene los k números prefijados; además de és - 


tos tal combinación contendrá n -k números de los m-k no considerados 


m-k 


entre los previamente señalados. Los casos favorables son, entonces, | k 
e 


Le 


p= 


y se tiene 


E) 


Para m=90 ; n=5 ; k=1,2,3,4,5 seobtienen, respectivamente, 


los valores 


de de 1 1 1 


18 ” 400,5 ” 11748 ” 511038 ” 43949268 
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45 -Calcular la probabilidad de tener un color servido o un po 
ker servido, en el juego del poker, 

Se tiene un colox servido cuando las cinco cartas recibidas son del mismo palo. 
Suponiendo que se juegue con 32 cartas, los casos posibles son tantos como las 
combinaciones de 32 objetos de clase 5 ,osea, ($) = 201376 . Para con 
tar los casos favorables comencemos viendo cuántas, entre las citadas combinacio 
nes, contienen por ejemplo todas cartas de corazón. Las cartas de corazón son 8 
y con ellas podemos formar [ E ] =56 grupos de 5 cartas. Análogamente pa- 
ra las de los otros 3 palos y entonces los casos favorables son 4-56= 224 .La 


probabilidad del color servido es, por lo tanto, 


ETS A 
201376 — 899 


Pruebe el lector que la probabilidad del poker servidoes igual a la precedente 


(los casos favorables son 8-28 ,etc). 


46 -En el juego del bridge cuál es la probabilidad de tener 
en la mano cartas de dos palos solamente ? 

En el juego del bridge las cartas son 52 y cada jugador recibe 13 ,de don- 
le los casos posibles son ( A ] . Para contar los casos favorables observemos 
ante todo que los dos palos pueden ser elegidos de | s ] =6 modos distintos. Pa 
ra una elección dada ( por ejemplo: corazón y pique ) son favorables todos los gru- 
pos de 13 cartas que contengan k cartas de corazón y 13-k cartas de pique, 
con k=1,2,3....,12. Las k cartas de corazón pueden elegirse de [ E 
modos distintos y, también las 13 -k cartas de pique pueden elegirse de pa ] = 

[ E ] modos distintos, por lo que los gruvos de 13 cartas que contienen 


2 
k de corazón y 13 -k de pique son ( 2 . Sigue que todos los grupos com 


u- +7 38 


12 2 
puestos solamente de cartas de corazón y de pique son en total z ( Fe ] = 
=l 


(7) 2. / véase ej. 137. Se concluye que los casos, favorables son 
13 


ES 
ls 


26 
6 e 13 ) -2] y que la probabilidad buscada es p 


Para el cálculo de esta expresión se puede, con error despreciable, suprimir el 


sustraendo 2 del numerador, quedando 


26:25:24 ,... 14 
52.51.50 .... 40 


y suprimiendo los factores primos comunes al numerador y al denominador 


p=6 


3-19 FS 57 mn 
7 +41 +43 -47 580027 10176 


aproximadamente, 


47 - Principio de la probabilidad total y principio de la probz 
bilidad compuesta, 

Consideremos un evento E y supongamos que pueda presentarse según varias 
modalidades E, Aa ra on incompatibles, es decir, que se excluyan 
entre si, 

Supongamos tener, por ejemplo, una urna que contenga a bolillas blancas, b 
bolillas negras y Cc bolillas rojas, y que el evento E consista en extraer indi- 
ferentemente una bolilla blanca o una negra. Tal evento puede presentarse de dos 
modos: o se extrae una bolilla blanca ( modalidad E, ) o una bolilla negra (moda- 
lidad Ez ) y una modalidad excluye la otra, 

He aquí otro ejemplo. Se arrojan dos dados y se considera el evento E  consis- 
tente en obtener una suma de puntos inferior a 8 . Tal evento puede realizarse 
según 6 modalidades incompatibles en correspondencia a los valores 2,3, 4, 
5, 6,7, de la suma en cuestión. Supongamos conocer las probabilidades > 


Pgro""»»P, de E, E 


E: e...» E, (probabilidades parciales ) y pro- 
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pongámonos calcular la probabilidad p del evento E (probabilidad total). 
Sea N el número de los casos igualmente posibles en cada una de las pruebas y 


sean N> N, 


rr. N los números de casos favorables a las modalidades Ez» 
E E respectivamente, Desde ya que p]= AE Po= parido 
ada d NP 
pp = 2 
e. «Py PO 


Los casos favorables a E sonofavorablesa E, ,oa Ez ,+.... 02 En 
y viceversa; de tal modo, reuniendo todos los casos favorables a E, ae E, a 
....y a Ep se obtiene un conjunto de casos que contienen todos y solamente los 
casos favorables a E . Como por hipótesis las modalidades E, , Ez, ...., En 
se excluyen entre sí, los casos del citado conjunto son todos distintos entre 
si y el número de los mismos será, entonces, N + N Hiordt Na . 

Esos son los casos favorables a E y, por ende, la probabilidad p de este e 


vento está dada por 
Ni+N2+....+Nn _ Ni 
57 7 NA 
Hemos obtenido así el denominado principio de la probabilidad total 


que se enuncia; 

Cuando un evento puede presentarse según distintas modali 
dades incompatibles, su probabilidad es la suma de las pro- 
babilidades inherentes a dichas modalidades, 

Apliquémoslo al segundo de los ejemplos antes enunciados. Sabemos (ej. 42) 


que la probabilidad de obtener, con dos dados, una suma de puntos igual a 2, 3,4, 


yl 2 3 4 5 6 

A A tivamente 

36 > 36 , 36 , 36 , 36 * 36 respectiv: en y, en 
tonces, la probabilidad de obtener una suma inferiora 8 vale S- 7 


Consideremos ahora un evento E cuya realización requiera que se verifiquen, 


5, 6,7 valen 


simultánea o sucesivamente, n eventos compatibles E, $ E, TOS En que, 


considerados dos a dos, tres a tres, ..., etc, sean siempre independientes 
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entre si, enel sentido que las probabilidades relativas a la verificación de uno 
cualquiera de ellos, de dos cualesquiera de ellos, .. etc. adquieran valores del to- 
do independientes de la verificación o no de los restantes eventos, 

Supóngase, por ejemplo, de tener n urnas U, SD aa Yi que contuvie 
ran cada una bolillas blancas y negras en cantidades conocidas. Se extrae una boli- 
lla de cada urna y se considera el evento E para el que todas las bolillas extraí 
das son blancas, La realización de E requiere que los n eventos compatibles 
E, d E, AO E consistentes, respectivamente, en la extracción de una boli- 


lla blanca de Uy, Uaroroo U 


lp Se hayan verificado, Y estos eventos Ej» Ez» 


sc...» En son independientes entre sí, puesto que la extracción en una urna no 
tiene ninguna influencia sobre las extracciones en las otras. 


Retornando al caso general, nos preguntamos: conociendo las probabilidades 


A E, » (probabilidades 


P,» Pao» A de los eventos E, » Ez» á 


simples) ¿ cómo se puede valorar la probabilidad p delevento E( proba 
bilidad compuesta ) ? 
Sean Ara ces A los números de casos posibles en las pruebas relati 


vas a Ej» Egs ...., E y Dr Das co.» by los números de casos res 


n 
b b 
pectivamente favorables a estos eventos, de lo que surge p= = » Pg= 2, .. 
1 2 


eo. PD = Z + Por la independencia de los eventos E, An E, > 
puede decir que, en cada prueba relativaa E , todos (y solamente ) los casos 
posibles nacen de asociar de todos los modos uno de los a, casos posi- 
bles de la prueba relativa a E, , Con uno de los 27 Casos posibles de la prue 
ba relativa a E, , ete. etc, , de modo que la prueba inherente a E ofrece 


1 "890 +.“ casos posibles. Análogamente los casos favorables a E re 


sultan de asociar de todos los modos unode los bj casos favorables a 


E, ,conuno de los by casos favorables a Ez ,etc. etc. , de donde el nú- 
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mero de dichos casos es de b,- ba AS 


La probabilidad de E está entonces dada por 


, b1b2.,.. Pp bib bn o e 
e A a AR LD 6 
lo Ms Uli 2 


con lo que hemos obtenido el principio de la probabilidad compuesta, 
que se enuncia: 

Si un evento E resulta del concurso de varios eventos compatibles E, E, Aral. 
..+.+En , independientes entre si, la probabilidad de E es igual al Hrodisto 
de las probabilidades de E, »E2» +...» En + 


Dejamos al lector la tarea de aplicar este principio al ejemplo antes considerado, 


48 -Dos urnas (idénticas por fuera ) contienen, una a boli 
llas blancas y hb negras, otra a'  bolillas blancas y  b' 
bolillas negras. Se elige al azar una de las urnas y se extrae 
de ella una bolilla ¿ qué probabilidad hay que tal bolilla re- 
sulte blanca ? 

Elevento E aquí considerado puede verificarse según dos modalidades incom 
patibles: o se extrae bolilla blanca de la primera urna o de la segunda, Cada una 
de estas modalidades resulta después de la concurrencia de dos eventos indepen- 


dientes: que la elección caiga sobre la urna y, sucesivamente, que de ésta se ex- 


traiga bolilla blanca. La probabilidad que se elija la primera urna es E y que 


de ella se extraiga bolilla blanca es ¡sigue, por el principio de la pro 


a+b 
babilidad compuesta,que la probabilidad de extraer bolilla blanca de la primera ur- 


na (primer modalidad ) es de Sa == . Análogamente, la probabilidad - de 
a+ 
extraer bolilla blanca de la segunda urna ( segunda modalidad ) es de = z E 
a+ 


Aplicando, por último, el principio de la probabilidad total se concluye que la pro- 


babilidad buscada vale 
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1 a al 
sl ab uv ) 


49 -Un evento E tiene, en cada prueba, una probabilidad p. 
¿ Cuál será la probabilidad de que se verifique al menos una 


vez en n pruebas ? 


La probabilidad buscada P, es contraria (es decir: P,=1-Q,) ala Q, 
correspondiente a la de que el evento E nose presente jamás én las n pruebas, 
osea, queenlas n pruebas se presente siempre el evento contrario E ( de 
probabilidad 1-p ). Por el principio de la probabilidad compuesta será Sh = 
=(1 -py y, entonces, 


P.=1- (=P. 


n 


L Obsérvese que si p es muy pequeño y el número n de las pruebas no es 


grande, el valor proporcionado por la (1) coincide, prácticamente, con np] . 


50 -Un evento E tiene, en cada prueba, una probabilidad p 


conocida; , cuál es la probabilidad de que se verifique y ve 


¿ 
cesen n pruebas? 

Naturalmente debe suponerse 0<Y<n . Comencemos calculando la probabili 
dad que tiene el presentarse, en un orden determinado en las n  prue- 
bas, Y veces elevento E y n-> veces su contrario E . Sea, por ejem- 


plo, en el orden 


ELE E, EEx E E 
0003 4») 


Como cada prueba es independiente de las otras, basta aplicar el principio de la 
probabilidad compuesta para deducir que tal probabilidad vale 


E) 
PoR (Í-B) Pp (LP) (op) Pp (L=pY 
IN 10) (2-9) 0) 


siendo el valor obtenido independiente del orden fijado. 
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Contemos ahora cuántos son estos posibles ordenamientos. Son tantos como los 
modos de elegir, entre las n pruebas, aquellas Y enlasque debe aparecer 
E ,esdecir [9] .Estos [p) ordenamientos representan otras tantas 
modalidades incompatibles en las que E puede presentarse , veces en n 
pruebas; cada una de estas modalidades tiene, como se ha visto, probabilidad 
p? (1 -p ae y, entonces, aplicando el principio de las probabilidades totales , 
concluimos que la probabilidad buscada vale 
(5) Pis. 


Por ejemplo, si se arroja 10 veces una moneda, “la probabilidad de obtener 5 


wiiYPjiyp 6 
=)| [—] -—=0,26.... 
sa 2 256 


Si se arroja 8 yeces un dado, la probabilidad de obtener 3 veces el punto 


8 1195 P_ 21875 
=||=)- =0,104 .... 
3 Js ] 6 ] 209952 


51 -Un evento E tiene, en cada prueba, una probabilidad co 


veces cara es de 


4 es: 


nocida p 5 ¿Cuál es la probabilidad que en n pruebas 
se verifique, como máximo, k veces ? 


La respuesta es 


23 tao 
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CAPITULO ll 
Funciones de una variable 


1-DETERMINAR LOS CONJUNTOS DE DEFINICION DE LAS SI- 
GUIENTES FUNCIONES (Ver "Lecciones", Cap. Min 1), 


(Mo y=f[x-1+ f2-x ; (2) y= - ; 
e y= |-2t+ox+s á 4) y=108,q (x2 -3x) ] 


(6) y=logjp(x- |.1-x%) E (6) y=108,9 108,9 (x+2) 5 
(M  y= V sen xXx $ (8) y=arcsen (3x - 2) ; 
(9) — y=arccos (log,px) ; (10) — y=1l0g,g aretg (x2-1) 


Con fáciles discusiones (valiéndose de los métodos vistos en Introducción, 1? 


12) se encuentran los siguientes conjuntos, respectivamente: 


(1) el intervalo  [ de 21 ; (2) los dos intervalos Lo, -3), (4, +0] :; 
a ”o" Carro [-00, 0), (3, +00]; 
Doro" 1] ;(6) elintervalo (-1, +00]; 

(7) los infinitos intervalos [ (?km)? ó ((2k +1) w)2] s (ERA 
(8) el intervalo + 11; (9) el intervalo JO D 

(10) los dos intervalos [ -00, -1) , (1,+00 l. 


2 - Dibujar los diagramas'de las siguientes funciones (Ver "Lec_ 
ciones", Cap. IM, n% 2); 


(1) 


(4 


(7)  y=1logjpgsenx ; (8) y=1x1 ; Je 
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Para las funciones (1) , (2), (3) que están definidas en [-c«o,+00], [ 0,+, 
[-00, +00] respectivamente, se encuentran fácilmente los gráficos de las figu- 
ras 4, 5 y 6 . La curva de la fig.4 se denomina parábola cúbica yla 
volveremos a encontrar, dispuesta de distinta forma respecto de los ejes, en la 


fig. 6; la curva de la fig.5 es un arco de parábola, 


Fig. 4 Fig. 6 


La función (4) está definida en [-1,1] yla (5) en [-0,-1] , 
[1, +00 ] , siendo sus gráficos-los de las figuras 7 y 8 respectivamente (el 
primero es tuna semicircunferencia con centro en el origen y radio 1 ;el segun 
do está constituido por dos arcos de la hipérbola x - y =D). 


La función (6) puede también escribirse y= y está definida para 


logg X 
x>0 , xfl ; tiene su gráfico en la fig,9 . La función (7) está definida 


Fig. 8 


qe 
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en los infinitos intervalos (2k*, (2k+1)w*w) , (k=...,-2-1,0,1,%,... 
+.» ), y sugráfico se compone de infinitas ramas de curvas todas iguales en - 
tre sí, capaces de ser superpuestas mediante traslaciones de amplitud igual o 


múltiplo de 2 * , según la dirección del eje x como en la fig, 10 donde, en 


correspondencia a las abscisas + han sido señaladas las orde- 
1 1 

nadas —= log, 2==0,30 ..., - 7 108,9 2=-0,15 ; -108,p2+ 3 108,0 3= 

=-0,06...; -log,¿1=0 , respectivamente 7 . 


La función (8) tiene el gráfico de fig.11;la función (9) , que está definida 


y El 
7 Y= sx 
o % 
au 
Fig. 11 Fig. 12 


para x*+0 y que también se indica con el símbolo sgn x (signo de x ) tiene el 


gráfico de la fig. 12, 


3-Dibujar los diagramas de las siguientes funciones: 
(MM) y=1x (1-1 ) 5 (2) y= Ix-U4 +1x-21 + |x-31 ; 
6) y= (log 1x1. 
Las funciones (1) , (2) están definidas en [-00, +00] ;la (3) está defini- 


da para x*0 ., Sus gráficos son los de las figuras 13, 14, 15, respectivamente. 


Y=rxrCr- Ir) 


[e -1felx-21+ [2-31 


y=(log,l=iy? 


Fig. 15 
Obsérvese que la fórmula (2) equivale a la siguiente 


=-3x+6 para xYg1 , 
=-x+4 para 1$x$2 , 
=x para 2éx<$3 , 
=3x-6 para x23 , 


y de ahf que el gráfico de fig 14 se compone de 4 tramos rectilíneos. 
En la fig 15 han sido destacados los puntos correspondientes a las abscisas : 
toj1 ; to2.; %to3 ; tos; t1; %2 ; 24 que originan las orde 


nadas respectivas: 1 ; (log¡p 0,2) =0,488....;- (l0g90,3)2= 0,278... ; 
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2 2 2 
(log, y 0,5)” =0,090 .. (log, y 2) =0,090....; (log, 3) =0,227... 


2 
1 4) =0,362.... 
(log, , 4) , 
4 - Dibujar los diagramas de las siguientes funciones 
o 
s 

. 1 

(mM oy=x-[x , O yextxi O y= | ell 


La función (1) se denomina la parte decimal o la mantisa de x 


en todo intervalo [n,n+1)  ,con n entero, setiene y=x-n de modo 


Fig-16 


que el gráfico queda constituído, como en la fig 16, por infinitos segmentos caren: 
tes de su extremo derecho. se) 
La función (2) ,en cada  intemvalo qe 


[n, n+1) ,con n entero, resulta i- 16 


guala nx yde ahf que tendremos el grá 
fico de la fig 17 constituído por infinitos 
segmentos que tienen pendiente creciente 
(privados todos de su extremo derecho ) . 
Para la función (3) , en cada uno de los 


citados intervalos se tiene y = y + 


+n-x| osea y=n+ E =x para 


k 
3 


ns y=x-n- E para 


n+ Sx<n+1 » de modo que se ob - 


Frg.17 


tiene el gráfico de fig 18 . 


(*) Recordemos que con el símbolo[ x] estamos indicando la parte entera de x , osea el 


5 -Estudiar los diagramas de las siguientes funciones; 


(1) y=sen—L Al y=xsen—L ; (8) y =x? sen ; my- sn, 
x x x x x 


Puesto que el gráfico de la función y=senxX cumple una oscilación completa 
en cada intervalo del tipo [2kw,2(k+1)*wl con k=0,11,12,...., el 
de la función (1) (definida para x0) cumpliráuna oscilación análoga mien 


tras + recorre tal intervalo, vale decir, cuando x describe uno cualquiera 


1 1 E 1 1 
de los infinitos intervalos [7 ,+00), [po 3 de lo pd 
pl 1 1 1 1 
es ld Ez 3rde lar cule rm. Interva- 


los que tienen amplitudes cada vez más pequeñas y cuyos extremos se acumulan en 


las vecindades del punto x=0 , Además, la (1) asumeelvalor 0 en los in 


finitos puntos ÍH. (k .E2,....) y asume el valor 1 (oel -1) en 
los infinitos puntos 2 2 ), (k=0,L .) 


A o RÁ. 
(Ak +1) * (4%k-1)x 


Resulta así un gráfico como el de la fig. 19, que a partir de un cierto punto 
prácticamente no puede más ser dibujado a causa de la densidad de oscilaciones 


en las proximidades del eje y . 


número entero n , perfectamente determinado, que verifica ngx<n+1 , ( Ver "Lecciones") 
Cap. HI, n92). 


Ó A A A 


A 


Para la función (2) obsérvese que siempre se tiene -x<ysx , de donde el 
gráfico cumplirá infinitas oscilaciones entre las dos rectas y=-x, y=x (véase 
fig. 20) ;la amplitud de tales oscilaciones resulta siempre más pequeña a medida 


que nos aproximamos al punto x=0 


/ Fig.20 ES 


Análogamente para la (3) se tiene - xs y x?2 obteniéndose una curva que 
oscila infinitas veces en la región delimitada por las dos parábolas y=-x? ,y= 


2 
=x" (véase fig. 21) : también en este caso la amplitud de las oscilaciones dis- 
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minuye cuando x se aproxima a cero. 


Fig.21 
Dejamos al lector la tarea de estudiar el gráfico de la función (4) que, cuando 


¡Xx se aproxima a cero, cumple infinitas oscilaciones, cada vez más amplias. 


6-Sea f(x) una función definida en un intervalo del tipo 

[-a, a] con a>0 finito o infinito, ral función recibe el nom- 
bre de par cuando verifica. la condigtión f(-x)=f(x) ,mien- 
tras que se llama impar cuando f(+-x)=-f(x) .Dar ejemplos 
de funciones pares e impares. Z Qué'particularidad presentan 
sus gráficos? Demostrar que cada fi(x') definida en [-ajal] 
[puede expresarse como la suma de una función par y de una 
función impar . 

Ejemplos de funciones pares son la y=2? ¡y=c08x ; la (10) del ej. 1; 
las (4), (5), (8) delej. 2;las (1), (3) del ej. 3;la (3) delej. 4 ; las (2, 
(4) del ej. 5. 

Ejemplos de funciones impares son la y 5 J=8DX ; y = tgx; 


y=cotgx ; las (1), (3), (9) delej. 2;las(1), (3) delej. 5. 
Evidentemente el gráfico de una función par es simétrico respecto del eje y 


imientras que el de una función impar lo es respecto del origen, 
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Una función f(x) , definida en [-a, 2] noes, en general, ni par ni im- 
par; sin embargo, escribiendo 
f(x)+f (-x E(x)=L(-x 
£ > Flx)+f (ox) , f(x) fox) 
(x) 2 2 , 


siempre la podremos expresar como suma de una función par y de una función im 


par. 


7 -Suponiendo que ya se ha dibujado el gráfico de la función 
y=f(x) ¡¿Ccómo se puede, con simples construcciones geomé- 
tricas, deducir los de las funciones 

y=f(x)+a , y=f(x+a) , y=af(x) , y=f(ax) , 
donde a designa una constante no nula? 

El gráfico de la y=f(x)+a seobtiene del de la y=f(x) dando a este úl 
timo una traslación en dirección del eje y  , medida (en valor absoluto y signo) 
por el número a ;¡eldela y=f(a+x) se obtiene, de modo análogo, por me 
dio de una traslación en dirección del eje x , medida, esta vez, por el número 
-a 

Para los gráficos de y=af(x) , y=f(ax) valen las simples construccio 
nes indicadas en las fig. 22 y 23 , cuyas justificaciones dejamos al lector. 

En la fig 22 se han puesto en evidencia, sobre el eje x , los puntos con las 
abscisas l1,a ., Después, partiendo de una abscisa genérica x y del correspon 
diente punto P dela curva y=f(x) , para obtener el correspondiente punto 
Q dela y=af(x) ,seproyecta P sobreeleje yen P! ,seune P! con 
1 yporel punto a se traza la paralela a la P'l hasta encontrar al eje x en 
Q'.. El punto Q! no es sino la proyección del punto Q buscado. 


Obsérvese que el gráfico de la y=af(x) coincide con el que se habría obteni 


do para la y=f(x) sise hubiera adoptado sobre el eje y una unidad de medi- 
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da iguala | al veces la elegida sobre el eje x , dejando inalterado o cam- 


biando el sentido positivo del eje y según que a>0 o a<o 
a) 
$0- 


Fig. 22 Fig. 23 
Una construcción y una observación análoga vale para la fig. 23. 
'8-Suponiendo que han sido dibujados los gráficos de las fun- 
ciones y=f(x) , y=8(Xx) , definidas en un mismo intervalo, 
construir el de las funciones 


mM y= LE) rol jo RO. 
2 2 


Fijada una abscisa x endicho intervalo y llamando con A y B alos corres 
pondientes puntos de las dos curvas y=f(x) , y=g(x) ,.elpunto medio 
entre A,B es el punto de la curva (1) que corresponde a la abscisa x en 
consideración. 

Análogamente para la (2) cuando se dibuje previamente el gráfico de la y= 
i=-g(x) , que no es sino el simétrico, respecto del eje x , del de la y= 
g(x) 


Hágase una aplicación sobre el gráfico de las dos funciones 


(*) Como norma debería elegirse la misma unidad de medida sobre los dos ejes; pero eso no es 
siempre posible por necesidad del dibujo. Si la unidad de medida sobre el eje es igual a k ve- 
ces la del eje x ., se está en realidad dibujando el gráfico de la y=kf (x) . Es lo que se hizo 
en las figuras precedentes 10, 14, 15, 17, 19 y 21. 
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costa cos É Uco anda sea (5) 


cos Xx cos 2x= 
9 -Estudiar el gráfico de las funciones 
y=a senx+bc08x 


con a,b constantes no simultáneamente nulas. 


Puede escribirse 


b 
y | Sen Xx + ———— coBx ] 
Va2 + 12 Va2 + p2 
e, introduciendo el ángulo «P definido por las cosp= a , snQ= 
Ya? mn 


5 b 


= ny , tendremos 
at+b 


Se trata, por lo tanto, de una curva deducida de la sinusoide y=senx multipli 


y= al 4p? sen (x +) 


cando las ordenadas por el factor constante V a + p? y sometida a una poste- 


rior traslación, en dirección del eje x  ,medida por el número - e. 


10 -Demostrar que con las definiciones de las funciones 
arcsen x,arccos x, arctg x dadas en "Lecciones", Cap.IIk 


n%3,valen las siguientes fórmulas 


* 
(1) arcsen x +arccosx= — 


q 
(2) arcsen xx arcsen y = kw + (-1)% arcsén (x Y 1 -y? + y Y 1-x2) P 


+ 
(3)  arctgx + arctg y =k" +arctg EY 

17 xy 
conviniendo que en (2) y (3) se pondrá k=-1 


k= 1 según que el valor del primer miembro caiga en lor A 
* 
-+1 E c+. + ¡ - IG * ] respectivamente. 


Para demostrar la (1) obsérvese que, poniendo arcsenx=a , se tendrá 


(*) Para otras aplicaciones, ver "Lecciones", Cap. VII, m7. 
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NS 


* " * 
a , y entonces ASE, 0 -a <a 


* 
sen A=x . 
2 2 


vale decir, arccos x= - A ,queequivale a la (1) 


Para la (2) poniendo  arcsenx= a ,arcseny= Pf , se tiene sen a=x, 


senfP=y , se <= 3 sp , Cos a=+ 1-x2 ¡cosp= 
| y entonces 
sen(atB)=x Y 1 -y2ty 1-2; -r<atps<r 


Por lo tanto, si a E P cae en rt cl El ] se deduce 


si, en cambio, caeen  (-*, - ll ] se obtiene, evidentemente 


dE red Ja 1.22) ; 


y por último, si cae en [ L : 


alf- fa 2) ; 


con lo que queda probada la (2) , 


a 


Para la (3) se razona de modo análogo, valiéndose de la conocida fórmula 


ta tga LtgB 
tg(a Date 


11-USO DE ESCALAS FUNCIONALES 

Otra representación de las funciones y=P(x) puede obtenerse con el uso de 
las denominadas escalas funcionales . Una vez fijado sobre 'la recta un 
sistema de abscisas, se calcula, para todo valor de x elde y=“U(x) ysese 
fñala sobre la recta considerada el correspondiente punto P de abscisa y, pero, 
en lugar de «cotarlo con tal abscisa y ,se escribe a su lado el valor 
de x que lo ha originado. Se obtiene así, sobre dicho eje, un conjunto 
de puntos, a cada uno de los cuales quedan relacionados uno o más números reales 
(los valores de x en correspondencia de los cuales la (P(x) asume un valor 
igual a la abscisa'del punto considerado ). La recta así obtenida se denomina e EN 


cala de la función y=“P(x) . Comunmente estas escalas se usan solamente pa 
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ra las funciones crecientes o decrecientes; en esos casos a cada punto de la recta 
queda asociado un solo valor de x . En la fig. 24 se indican las escalas relativas 
alas funcioes y= fx (para x> 0 , variable de 0,2 en 0,2 desde 0 
hasta 5), y= 108,9 x (para x variable de 0,1 en 0,1 , desde 0,1 


hasta 1 yde 0,5 en 0,5 desde 1 hasta 10).() 


PELE AE E E A 


o 
s z 
5 AÑ AGN 
Fig. 24 
Las escalas funcionales son muy usadas cuando se deben dibujar gráficos de fun- 
ciones y=f(x) que asumen valores muy pequeños o muy grandes. En tales ca- 
y y x? 


sos conviene adoptar sobre el eje y la trip ono 


escala de una oportuna función P (x), 


vale decir, utilizar como ordenada, no el 


valor y sinoel P(y). 


En esencia se está entonces dibujando 


el gráfico de la función compuesta 


[f (x)]  ,pero con la diferencia que 


1 ES 
3 
los puntos del eje no están indivi— 
ll 5 0 Fig. 25 
dualizados con los números proporcionados por tal función, sino con los de la f (x). 
Por ejemplo, si se desea dibujar el gráfico de la función y= x* , para evitar 


ordenadas demasiado elevadas, puede adoptarse sobre el eje y la escala de fun- 


ción Y y , obteniéndose de este modo, como gráfico, el de la función 


, Pero con las ordenadas indicadas como en fig 25. Análogamente, si sobre el 


(%) Esta última, llamada escala logarítmica, es la que se encuentra en las reglas de cál 
culo, 
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eje: y se usa una escala logarítmica (*) 
(en base 10), para la función y =10* 
se obtendrá como gráfico una recta (fig 
126) , mientras que para la y=x" se ob 
tiene la misma curva que se habría obteni 


do como gráfico de la x 198, x (fig.27). 
y) 


as Fig. 27 
112 - FUNCIONES COMPUESTAS (Ver "Lecciones", Cap. IM, 27). 
Suponiendo que hayan sido dibujados los gráficos de las fun 
ciones de una variable u=GQ(y) , y=f(x) , construir con 


un procedimiento geométrico por puntos el gráfico de la fun 


ción compuesta u=Q0[f (x)] 


(*) Existe en el comercio papel milimetrado en escala logarítmica. 
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Trácese también la recta y=x  , y por cada punto x del conjunto donde es 

tá definida la y=f(x) indíquese el correspondiente punto P, del gráfico de 
esta última función. 

Trácese por P, la paralela aleje x hasta encontrar la recta y=x enel 


punto  P, 


% + Por P, 


A trácese la paralela al eje y hasta encontrar al gráfico 


dela u=“P(y) enel punto Pz . Por último, trácese por P¿ la paralela al 
eje x queencontrará en P ala vertical de abscisa x . El punto P así ob 
tenido será el del gráfico de la u=“P[f (x)] , que corresponde a la abscisa x 


considerada, “YEx 
ñi , 


ysu 


PA 
poa 


PL007 


/ *= 
di Fig. 28 e 


Tal construcción es la que se ilustra en la fig 28 y su justificación es inmediata, 


13-Aplicar la construcción del ejercicio precedente para obte 


1 
TES] 


nerel gráfico de la función y , suponiendo ya dibuja 


doel dela f(x). 
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CAPITULO IV 
Límites de sucesiones 


1 - Utilizando la definición de límite (Ver "Lecciones",Cap, IV, n% 1) 


demostrar que se tiene: 


1 an+b a 
o > E e f 
() Um +2 , (90) ¡0 1 a oO) 
n “==+0 sia> 1 
(3) lim , (a>0) ;(4) lima” <=1  sia=1 ; 
2% 99 =0 si-1<ac<l 
2 1 
(5) lim (yppn+1-yfn)=0 3 (6) lim (| nó+n-n)==  ; 
n=00 y 2 2,1 2 
(7) lim [log (n+1)-logn]=0 ;(8) lim =+00 
n-00 N-00 n 
La (1) sigue inmediatamente de observar que, fijado € >0 , resultará 
12 
qa <E , apenas sea > [+)* 
Para demostrar la (2) supongamos n > LL y. por ende, |en+d|> 


3le!ln-lal>o; entonces, pudiéndose escribir 


ad - bc pe ad - bc 1 
ce len+dl $ ce lel n=. dl 


se deduce que, fijado £ > 0 , resultará ciertamente 


an+b_a 
en+d e 


an+b_a 
n+a e | <€ ») 
apenas sea n al + Ll (desigualdad que absorbe la n > mal impues 
e e E 


ta desde el principio ) 

En cuanto respecta a la (3) observemos, ante todo, que es evidente si a =1. 
Suponiendo a > 0 ía ajfl) ,es necesario hacer ver que, fijado e > 0 , Puede 
determinarse un índice >? tal que, para n >> resulte 


n 
1-E<ya <1+e£ . (9) 
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Si a>1 , la desigualdad a la izquierda se satisface para todo n ;si a<l 
queda siempre satisfecha la de la derecha ( y también la otra si se eligiera £> 1). 
Debemos, por lo tanto, tomar en consideración solamente las 

WNa<t+e (si a>1) y Wa>1 -€ (si0<a<l , 0<e<1) 

Estas desigualdades equivalen a las 15) 
+ loga <log (1+€) (sia>1) ; 
—h toga >log (1-8) (si0<a<1 , 0<e€ <1) , 
o también, dado que log(1+e£)>0 ,log(1-£€)<0 ,aestas otras 

n ES (sia>1) , SI CENT (si0<a <1,0<e <1), 
con lo que queda efectivamente establecido que, cualquiera sea €£>0 ,para n 
suficientemente grande vale, en todos los casos, definitivamente la (9) . 

Dejamos al lector la tarea de demostrar, con consideraciones análogas, las (4), 
(5) , (6) , (7) y (8) - 


2-Demostrar que, sí existe finito el lim a se tiene en 
n= A 


consecuencia 
(e) 
EN Eo TS ; (1) 
además, demostrar que no existen los siguientes límites: 


lim a” (síá €-1) A (4) 


Para la (1) , poniendo lim ay! , Se tiene que, dado '£> 0 existe un ín 
D-00 E 


dice Y tal que, para n> Y resultará 18, ==4 E 7 «Entonces, para -n> 


(*) Desde ahora en adelante los logaritmos serán,salvo advertencia e n contrario, siempre consi 
derados en la base e (Ver "Lecciones", Cap. IV, n%6). 


(**) Esta proposición entra, como caso particular, en el denominado criterio de convergencia de 
Cauchy (Ver "Lecciones", Cap. IV, n% 6). 
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-a1= a -1)-(a -1)l la -ll+la -11<Es+L=€ 
n+1 n n+1 n S n+l n 2 2 d 
lo que prueba lo deseado. 


En cuanto respecta a los límites (2) , (3) obsérvese, ante todo, que no pue— 


den ser infinitos ya que, cualquiera sea n , $e tiene 
pco TN A 1 no” 
a ES ás | sen 2%] <1 s 
Además, poniendo a, =(-1) LAA Zo a,= sen a ] se ve que, pa— 
n 
va todo n , resulta la 
VB > (o ar -3, , 


de donde, no pudiendo ser satisfecha la (1), ni el límite (2) niel (3) pueden 
existir finitos 


Dejamos al lector el estudio de (4) . 


3 -Valiéndose de oportunas transformaciones del término gene 
ral de las sucesiones en consideración y aplicando los teore- 


mas dé "Lecciones", Cap IV, n% 5, demostrar que se tiene: 


3 1 
1) lim n- |n)=+0 5 2) limn né+1-n)== 
o por o pg li 
Va2+1-n_ 2 

(2) ltima(yYn+I- Yn)=+0 ; (4) lim 21 

n=00 noo 10 e a Mo 
(5) lim E ; (6) lim =+0., 

hw 3 n-oo 30 
En (1) se presenta la forma indeterminada 00 - 00 ; Pero basta escribir 


para concluir que el límite considerado vale +00, 


A 


ya que el primer factor tiende a +00 yelsegundoa 1 


Respecto de la (2) comencemos observando que 1-4= tien 
n%1+n 


de a cero, de modo que en (2) estamos frente a un caso de la forma indetermina 
da 00.0. 


Escribiendo 


63 IV-4 


n(Yn?2+1-n)>- Z 


=L 


y1+o +1 2 


Procédase análogamente para (3) /'forma indeterminada oo .0 7 y para 


se ve que él límite considerado vale 


(4) [forma indeterminada 2 7, 


0 
”n n 
Para (6) y (6) /forma indeterminada 7 7 basta escribir ll 
2n 3 
Eur y recordar la (4) del ejercicio 1 


4 -Demostrar que, si a es un número positivo y a un nú 
mero positivo menor que 1 ,»se tiene 
lim na =0 -, (1) 
n=00 
Es necesario hacer ver que, dado e > 0 , para n suficientemente grande re 


sulta n*, A <e , osea, a logn+nloga<log € .Esta última desigualdad 


puede escribirse 


n(a 12 + toga) <log €; (2) 

pero, de "Lecciones", Cap, IV, n% 7, sabemos que lim a a 0; por lo 

tanto, para n mayores que un cierto índice Y ,elnúmero a AS resulía 

rá menor que el número positivo - E log a (recuérdese que 0<a<l1), vale 
decir, será 

AED + toga << loga ó (para n>y). 

La (2) quedará, entonces, verificada si, además de tomar n > Y, se lo ha- 


ce de modo que resulte n. = log a<log e . Se concluye, entonces, que la 


(2) subsiste para n>) y n > H2EE . La (1) proporciona otro ejemplo 
log a 

de forma indeterminada 00,0 , 

5 -Demostrar que, llamando con o, (nm) a la suma de las po 


tencias r-ésimas (r entero no negativo ) de los primeros 


n números naturales, se tiene 
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o 1 
Maple (1) 
D-009 pr+l r+1 
“La (1) es evidente para r=0 , teniéndose en ese caso oy(n)=n $ La 


demostraremos en general con el método de indúcción haciendo ver que, admitien— 


do que la (1) subsiste para los valores 0, 1, ...,r-1 del índice, valdrá co- 


mo consecuencia, para el índice r . Conese objeto recordemos la fórmula vis- 
ta en el Cap, II, ej. 31: 
also] mar a 
o, n)=(n+ a 
1+1 | 
E k k 


De ella se obtiene 
r+1 


| TO O EOS 
y, entonces, 


or(n) 1 a+1 Lo 4 EL fr+1]) O gm) 
pat r+1 n pm k pr 
Obsérvese ahora que, para k=2,3,....,ri+1 , puede escribirse 
Orgia (2) Op (M) 1 


> id e ies == 
idonde, por la hipótesis admitida, el primer factor tiende a == Tx yel se 
r+2-= 


gundo a cero, Se tiene entonces, 


Opg1ok (2) 


Len ET 


n— n 
de modo que, en el segundo miembro de (2) , todos los términos entre 1 ? tien 


or E 


den a cero, exceptuando el primero que tiende a 1 , de lo que sigue la tesis. 


ds 
6 -Demostrar que si a >0 7 aer a =2>0 » Jim bh, =b ,se ten 
drá li Sn a 

m = 
Si Dn—«0 n 


¿Cómo se modifica la (1) si b=lw. y a41>? 
Hágase una aplicación al cálculo de los dos límites 


Ho 2 
o. mary 0) paar” 


65 IV-7 


Basta escribir 2 = ¿on 1og Sn y aplicar teoremas conocidos. 


Para (2) y (3) 'obsérvese que 


(+) (33% a [ad 


y téngase presente el conocido límite que proporciona el número e . Conello se 


ple 


obtiene, inmediatamente, que los límites (2) y (3) valen 1 y +00 , respec 


tivamente. 


7 - SUCESIONES MONOTONAS, (Ver"Lecciones", Cap. IV, n 3) 

Considérese la sucesión así definida 

a= 2, a= fas yz, ag= Pz pde Te (1) 
demostrar que es convergente y calcular su límite. 

La sucesión considerada es, evidentemente, creciente; además, está acotada su- 
periormente ya que se tiene, como veremos a continuación, a, <2 . En efecto, 


tal afirmación es cierta para n=1 ydado que 


d+ 2 (2 


se ve que, admitida válida la Ay-1< 2 resulta, en consecuencia, A <2+2= 
=2 , Deaquí, por el teorema sobre las sucesiones monótonas, la (1) es con- 
vergente. Para calcular su límite observemos que, de la (2) , para n—oo si- 


gue 


l= + ; 


vsea, 12-1-2=0 , dedonde 1=2 , 1l=-1 , El segundo valor debe des- 


cartarse y entonces lima =2 
n—o 
8-Demostrar que la sucesión descripta por el número 


de 
a. =1+ —+-— 
a o. 3 


es divergente. 
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La sucesión es creciente; para probar que es divergente bastará hacer ver que 


no está acotada superiormente. Y, en efecto, como para n>1:; 


A A E PA + .l A 
A a AS 


se tendrá, sucesivamente 


Ad 1 5 
rr E a 


y, en general, 


de modo que, asignado un k >0 , resultará ap >k cuando sea p >2k-2 . 


9 -Demostrar que, para todo entero positivo n, resulta 
1 yA 1 
(1->) <p 
Bastará, para eso, probar que la sucesión 


(ez 


es, para cualquier n , creciente y convergente hacia = . Para probar que 


es creciente basta observar que, para todo entero h no negativo, resulta 


2, 2 2172. 
Po > ll) ] > 


Que el límite de la (1) sea igual a - resulta después del hecho que la (1) 
es subordinada a la sucesión descripta por (1- - e ¿Dira n=12 3, só 


(Ver "Lecciones", CapIV, n%2 y 4). 


10 - Demostrar que la sucesión descriota por el número 


an=1+ ++ ++... 


+ —-log(n+1) (1) 
es convergente. (Su límite es la denominada constante de Euler, Y= 


=0,577215...) 
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Demostremos, primeramente, que la sucesión considerada es creciente. 


De (1) se deduce 


a 1 1 1 1 7 
Ap Ap 11 + te ..+ dl al O Lia ES io hai 
= Ll tog 2411 (1 - 2p] 
- lg a [1 log (1+ 7) > 


y esta última expresión es positiva porque sabemos que (1+ > - <e y, en 

consecuencia, log (1+ LL y < 1 ¡deaquí ay -Ay-1 >0 yesto prueba que 
n 

la sucesión es creciente. 


Haremos ver ahora que está acotada superiormente.En etecto, del ejerci- 


cio precedente sigue ( == ) >e y, entonces, nlog s = < 
n 

< 1087 + (M=2,3, 4....). 

Teniendo en cuenta esta última desigualdad puede afirmarse que 

an <1+l0g 2 +10g +...+ log -log (n+1) = 1+ log » SE 

1 2 n-1 n+1 

es decir, lo que deseábamos demostrar, 
11 -Si la sucesión | adn | es creciente, la (bn |  decre- 


ciente, y se tiene lim (b, -2,)=0 , las dos clases numéri- 
n—o 


cas A y B descriptas por los números a, ,b serán con 


n*n 
tiguas y su número de separación esel límite común de las 
sucesiones dadas, 


La sucesión Í -A, es evidentemente decreciente y, dado que 


ecos An =dp)=0, 
se deduce que, para todo n.es b,-a2y >0 . Tomadosén A y B dos núme 
ros arbitrarios Ap, bg ,setendrá ar <ag< bg (si rg<s ) ,Ay <br<S 
<bg (si r>s) yentonces, cada número de A es menor que todo número 
de B  ; de aquí y del hecho que, fijado £ > 0 es, para n suficientemente 
grande by -ap < € ,sededuce que las dos clases A, B son contiguas. El 


número de separación es el extremo superior de a y, por ende, también el lími 
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te de la sucesión creciente Í an ; ¡tal número es, además, el extremo inferior 


de B y, enconsecuencia, el límite de la sucesión decreciente (bp | 


12 - MEDIA ARITMETICA- GEOMETRICA DE DOS NUMEROS POSITIVOS. 


Dados dos números positivos a¿,b¿ (con ay<by)  cons- 
trúyanse las sucesiones (ap|, [bp | según las siguientes le 


yes recurrentes 


20 + bo 

a1= Veodo , b, = z ; 
aj+b1 

= paró ba= ; 

22 (ote , 2 2 
A9-1+ Pn-1 

27 Y ?n-1 Pn-1 , bp = z ; 

"Demostrar que la sucesión (ap | es creciente, la Í Bn | es 


decreciente y que ambas tienen el mismo límite (Tal límite se de 


nomina la media aritmética-geométrica de los números dados a, . 


bo). 
Por inducción se prueba inmediatamente que a, < by  ¡enefecto, es ay < by, 
por hípótesis y 
S 
Ap-1+ Pn-1 1 2 
A CET 


Tras esto se ve que la Í an ] es creciente pues la desigualdad An-1 < An 


equivale a la apn_1 < Ven-1Bn-1 , Osea a la Ven-1 <Ven ; análoga- 


mente la $ Bn y es decreciente pues la bp <bn-1 equivale a la “a 


< Bbn-1. sea, ala a, 1 <dh1 - 
Además, la ( ay | está acotada superiormente pues ap < Dn <do ;la (bnj 
está acotada inferiormente pues b, > 2, >2, - Existen, entonces, finitos los 


lim ap=a>0 , lim bp=8$>0 y queda por probar que a =P, 
00 n—oo 
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Dela (1) sígue, pasando al límite 


pa EY , osea, (Ya -fa a/a +3 fa )=0. 


lo que solo se verifica si a =B 


13 -INTERES COMPUESTO CONTINUO 

Sea c un capital sobre el que se obtienen intereses a la tasa anual u- 
nitaria r ,(*) Se dice que el interés es compuesto (anual) cuando, al' 
finalizar cada año, los intereses producidos se agregan al capital ( son, como se 
dice, capitalizados ) y comienzan también ellos a devengar intereses. Llamando 
monto a la suma del capital y de los intereses, se puede entonces decir que, des 
pués de un año, -se tiene el monto M,¡=c+cr=c(1+r) ; tras dos años se tie 
ne el monto My, =c(1+r ? ; y así sucesivamente. En general, alos k años; 
el monto es 

M,=0(1+r) (1) 

Por ejemplo, un capital de $4.000.000.- , puesto al interés compuesto anual del 

5%, produce 'a los 4 años un monto de 
4,000,000 x (1,05 y = 4,862,025 .- 

Se puede pensar, también, que los intereses sean capitalizados no al final de ca= 
da año sino, por ejemplo, al final de cada trimestre o de cada mes. Puede, en ge= 
heral, suponerse el año dividido en n períodos iguales y que la capitalización de 
los intereses se realice al final de cada período.' Es claro así que, alos k años 
Be habrá originado un monto “o que coincide con elque se habría obtenido a 


los .nk años, pero con la tasa unitaria ES ; entonces 


Mo 


5 y 
=e(1+-7) (2) 


(*) Es decir que cada peso produce, en un año, un interés r . Comúnmente la tasa se expresa 
en "por ciento"; si, por ejemplo, se trata del 5%, se debe poner r = 0,05, 
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Por ejemplo, en las condiciones de antes, si la capitalización de los intereses se 

realizara cada trimestre se obtendría un monto dado por 
4,000,000 x (1,0125 E = 4,879,552,- 

Inclusive se puede llegar a pensar que la capitalización de los intereses se reali 
ce instante por instante; se habla, así, de interés compuesto contínuo y la expre- 
sión del monto Mo) alos k años se obtiene, evidentemente, pasando en (2) 
al límite para n-—oo . Se tendrá así : 

Mm? =1im 014 Eo Lim [Er] á 
pero es sabido que Lim (1+ + y =er (ver"Lecciones", Cap. IV,n% 4) 
y entonces 

M9) = ge” 1) 

En el ejemplo anterior tendríamos, en este caso, un monto de 


4,000,000 xe%»2 = 4,885. 612.- 


14 - Teoremas de Cesaro y aplicaciones . 
Expondremos aquí algunos teoremas notables sobre los límites de las sucesiones, 
debidos a Cesaro. 


I-Si lim a,= A (finito o infinito) se tendrá como consecuen — 
n-<0 5 


cia 
la +29+:5..+ 
Lin. A A W 
n—o n ; 


Dem. Comencemos con el caso del límite finito. Fijado arbitrariamente 
E >0 ,se podrá, por hipótesis, determinar un índice ? tal de tenerse 


lan -A 1 sl , Para n > . Entonces, para n > Y puede escribirse 


a a 


n 


O A 
n 


¿UB o + (89 1, B9r1 A 14 (2942242 .+ lBm-AL e 
DS n n 
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la, +89+....+27 -YAL a) + la,+a «ta, - YM E 
"AA áÁ—— e << io, 
n n n 2 
De tal modo resultará sin duda 
Ata... + 
par EE o RE BE 


n 


apenas n sea suficientemente grande como para que, además de ser n>y, 
21 +a9+....+ap-9 
sea también 181+22 Aye < - , que es lo que queríamos de= 
n 


mostrar, 
Pasemos al caso del límite infinito. (por ejemplo +00), Fijado arbitraria- 
mente un número real k , existe un índice Y tal que resultará la >k+1 


para n >» Entonces, para n >? puede escribirse 


A IL e IA OL TL PLL 
n n n 
a] +29+ n-Y)(k+1 21 +29+....+2y - »(k+1) 
1+% AAA A 
n n n ! 
2 +Aagt....t 
de modo que resultará L 2 a >k apenas n sea suficientemente 
n 


grande como para que se cumpla, además que n > Y , también 
a¡+a9+....+a -Y(k+1) E 


n 
con lo que queda probada la tesis. 


H- Si tan) es una sucesión de números positivos y se tiene 
Lim Ay = A(finito o +00), se tendrá como consecuencia 
lim 


D--00 
Dem, Poniendo log 2, =D, en virtud de la hipótesis subsiste la relación 


=log A (si A finito >0) ; 


lim 
n—00 


'" 


0 (si A=0) 
=+00 (si A =+0) 


de modo que, por el teorema precedente puede afirmarse que 


" 


log A (si A finito > 0) 


by +b2+.. 
1 A = —0w (sid=0) 
n-00 n 


=+0 (si A =+00) 
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bi +ba+ z 
Pero, como AA dog 1% 


ay Ll relacion ante - 


rior puede también escribirse 
=log A (si Afinito > 0 
n 
lim log |) a =-0 (siA=0) 
n—o 
=+0 (sild=+0) 
> 
de la que inmediatamente se obtiene la (2) 
TI -Dada una sucesión (ap] ,si Lita: (am A finito o 
infinito), se tendrá 
An 


lim —=1A , (3: 
read (3) 


Dem. De la hipótesis, por el teorema (1) se tiene. 


E E : ns An -2 
TAL Ea dE VEL DAMA Me Ds oie ti 
n—o »-1 n—owo n-1 
Pero, como La a , teniendo en cuenta que lr 
n ai n n n 
a 
TH -—0 , se concluye que la (3) es cierta, 
an+l 
IV -Si fa) es una sucesión de números positivos y resulta lim EN 
(finito o infinito ), se tendrá 
n 
li =A (4) 
ys w 


Dem. Basta aplicar el teor, Ia la sucesión (log Ap ] 
Observación: Estos teoremas no admiten los teoremas inversos. Refiriéndonos 
al teor, I (del que derivan los otros ) puede muy bien suceder que exista el límite 
(1) sin que exista el de la sucesión | an | . 

Por ejemplo, la sucesión a¡=1, az3=0, az 5 1, a4=0,... no admite lími 
te determinado; sin embargo, la sucesión descripta por el número 


n+1 
2, +29+....+ Ap a 
A 


si n esimpar, 


1 
== si n es par, 
2 


es convergente y tiene por límite a W+ 
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15 -Demostrar las fórmulas siguientes 


n 
o MT 


1 Van 4 
s 4) o (0+1)(n+2)....2n=-— a 


En virtud del teor, IV del ej. precedente serán sin duda ciertas si somos capa- 


ces de probar estas otras: 


a 
n+1 ¡e 
(1) Lim =2=1 ; (2) lim 15] 1; 
n 
(n+1)! (a+2) (043)... . (2n+2) 
1 n+1 
' As ¿di a e ta 
Saf y O a a. e 
E ye 


=—:s-1, (an) 
son ya conocidas /véase la (2) delej. 1 7. 


La (3') yla (4') se simplifican inmediatamente en las 


n 
(21) lim ( A p-+ ¿(41 lima +1 [a ] eE 
n—o in+1 e n—-o n+1 (n+1 e a 
y éstas se prueban con bastante facilidad tras haber observado que ( a ) = 
n 
A 1 
(1 PEE 
n 


16 -INFINITESIMOS E INFINITOS (Ver "Lecciones", Cap.IV,n*7). 

Retómese el ej. 5 y las fórmulas (3), (4) delej. 15. Tales expresiones es- 
tán indicando el orden de ciertos infinitos. Precísese de qué modo lo hacen. Análo- 
gamente, del ejercicio 4 deduzcase que, para 0 <a <1 la sucesión Í a 5 


es, para n-—oo, un infinitésimo sin orden determinado. en 


A 
(% aquí a designa un número real cualquiera, mientras no sea entero positivo o nulo. 
Recuérdese el ejercicio 16 del Cap. H. 


(Para otros ejercicios sobre infinitésimos e infinitos véase el Cap. sucesivo. 
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17 - MAXIMO Y MINIMO LIMITE DE UNA SUCESION. 

Sabemos que, dada una sucesión $ An j , la misma puede ser regular, es 
decir, admitir un límite determinado ( finito o infinito ) o ser indeterminada, 
es decir, no admitir límite. En todos los casos es, sin embargo, siempre posible 
asociara (ay | dos números (finitos o infinitos ), llamados mínimo lími- 
te y máximo límite de la sucesión, los que, en el caso de una sucesión re 
gular coinciden con el límite de la sucesión en consideración, 

Definamos el mínimo límite de (fan | , que se indica con min ptr An 
(o a Ap). Para cada valor del índice n , consideremos el conjunto numé- 
rico (Ap, Wp+1 + Mn+2 »-»-++ ) y, de dicho conjunto, su extremo inferior Mo 
(finito o -00 ) . Es fácil persuadirse que, si A, =-00 , todos los My val 
drán, también, -00 ;encambio, si A, es finito, todos los A, son finitos y 
generan una sucesión [A,] no decreciente (dotada, por ende, de límite, 
finito o +00 ), Enel primer caso se pone min lim Ap =-0 ¡enel segun 
do caso se pone min lim ap= lim An (finito o +00 ). Se pueden reunir 


los dos casos escribiendo 


min lim ap=lim A, =lim [inf (Ap, An+1 > An+2++=**) ] > 
n—.o n— n 
con la convención que, cuando An valga siempre - 0 , se deba entender que 


también el límite indicado vale - «0 . 

Análogamente se define el máximo límite de (a, ] , que se indica con 
max tos an (o con lim an). 

Para todo valor del índice n considérese el conjunto numérico (An An+1 > 
Ana > ) y, del mismo, su extremo superior Ma (finito o + 00 ). Es fácil 
convercerse que, si A, =+ 09 ,todos los A, valen +00 ;si,en cambio, 
N, es finito, todos los A, son finitos y generan una sucesión ( Aa ] no 


creciente (y, por ende, dotada de límite, finito o - «0 ). Enel primer caso 
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se pone max lim an =+ «o ; enel segundo caso se pone max lim a, = 
n—o n—o 
=limÁ_ (finito o - 00 ) . Se pueden reunir los dos casos escribiendo 
no A 
max lim 2 =limAp=lim [sup (2p, Ano dn42 9000) ] > (2) 
con la convención que, cuando An valga siempre +0 ,deba entenderse que 
también el límite indicado vale +00. 
Entonces, a toda sucesión arbitraria (a, | quedan asociados 
los dos límites, mínimo y máximo, definidos por (1) y (2). 
Además, siendo Aa SA, , Se tendrá en consecuencia 
in li ax l 
md y o me E e 


siendo, por lo tanto, posibles los siguientes seis casos: 


(con 1 < L) 


todos los cuales pueden efectivamente presentarse como resultará del sucesivo teo. 
rema III y de los ejemplos de los ejercicios 18, 19. 

Demostraremos las siguientes propiedades del mínimo y del máximo límite que , 
por brevedad, indicaremos con A y A respectivamente. 
1-Suponiendo A k-0 y fijado arbitrariamente un número h< 
<h,los números a, resultan definitivamente mayores que 
h 

Suponiendo AX+0 y fijado arbitrariamente un número k> 


> A,los números a, no resultan definitivamente mayores 
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o iguales que k (es decir, existen infinitos EN que son 
menores que k ). 

Dem. Si A%- wm ,fijado h< Ala (1) nos dice que existe un índice Y 
tal que para n> Y resulta Ma > h ¡deesto y del hecho que es siempre 
2,2 A, + sigue a, >h (para n> Y ) lo que prueba la primera afirma - 
ción del teorema. 

Si AxXx+0w ,fijado k> A , dela (1) sigue que existe un índice Y tal 
que, para n > Y se tiene An < k ; entonces, por una conocida propiedad del 
extremo inferior, se puede afirmar que, entre los números Ap» Antona .* .) 
existirá por lo menos uno menor que k  , Esto sucede para todo n > Y yde 
ahí que existan infinitos Ay que son menores que k , quees lo que queríamos 


demostrar, 


IU - Suponiendo AX+0w , fijado arbitrariamente un número 
k>Aam ,los números resultan definitivamente menores 
quee k ., 

Suponiendo AX -w fijado arbitrariamente un número E 
< A los números Ap no resultan definitivamente menores 0 
iguales que h (es decir, existirán infinitos ay que son 
mayores que h ). 

La demostración, que es análoga a la precedente, la dejamos para el lector, 

También dejamos para el lector demostrar que los teor. I y II expresan pro- 
piedades características del mínimo y del máximo límite, en el sentido 
que, si un n% Mo NM goza de las dos propiedades expresadas por el teor.1(o del 
teor. II) se tiene, necesariamente, A =A[oAXM=A]. 


Para algunas sucesiones ( a, | puede ocurrir que coincidan el mínimo y el 


máximo límite; demostremos, con relación a ese hecho, el siguiente teorema: 
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II -Condición necesaria y suficiente para que sea min_lim ar 
= i = lo lim a,= o. 

max lim 8 Y (finito o )es que se tenga lim n= 9 

Dem. Si el mínimo y el máximo límite son iguales a $». los teor. 1-y II nos 
aseguran que, fijados arbitrariamente h yk , de modo que h < g< K , 0 
los números a, resultan definitivamente mayores que h y definitivamente 
menores que k  , loque expresa, precisamente, que lim a. =Q . 

n—«w A 
Viceversa; si lim a, P , se ve inmediatamente basándonos en la definición 
n—o0 

de límite, que $ goza de las dos propiedades éxpresadas por el teor, 1 y de las 


dos expresadas por el teor. II, de modo que, tratándose de propiedades caracterís 


ticas del mínimo y del máximo límite, estos resultan ambos iguales a P . 


18 -Demostrar que se tiene (cfr, ejercicio 2) 


min lim(-1P 21.1 . max lim(-1”21L=1 ,q) 
n-—-00 n n—%0 n 
min lim sen 2% =-1 , max lim sen 2%_=1 (2) 
n-—o00 n— 2 
y que, suponiendo a < -1 , valen las 
min lim ay=- 0 5 max lim a =+0 . (3) 
n-—-00 n—00 


Nos limitaremos a probar la primera de las (1) , haciendo ver que el número 


-1 verifica las dos propiedades enunciadas en el teor, 1 del ejercicio preceden 


te, Poniendo aj=(-1). LEL , h=-1-€ , k=-1+86 ,con €>0 


arbitrario, es necesario demostrar que resulta definitivamente 


an > -€ (4) 


mientras que no resulta definitivamente 
mn >3>-1+€ . 


Sin espar, se tiene ay =1+ + > 1 yentonces la (4) queda siempre 


satisfecha; si n es impar resulta a=-1-2 yla (4%) ,para n > le 
n 


B 


( sí q=+ 0 se fijará solamente h ¡si g=-0w , solamentek. 
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fgueda verificada, Entonces, la (4) vale definitivamente. 
En cambio, la (5) no puede valer definitivamente porque, para todo n impar, 


se tendrá ap=-1-—L<-1+€ 


19 -Indicando con Tp 4l resto de la división de n por 3, 


y poniendo 
1 n n 
am (+) , Pan= Tn» 
demuéstrese que 
min lim =0 max lim =+ 0 
o d Ao. a ú 
min lim b,=-0w A max lim b,=0 . 


n—o n— 0 
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CAPITULO V 
Serles numéricas 


1 -DEFINICIONES Y PRIMEROS TEOREMAS ( Ver "Lecciones" , 
Cap. V,n%1 ). 


Demostrar que, si a noes un entero negativo, la serie 


2 1 


(k+a)(k+a+1) 0 


es convergente y calcular su suma. 
Observemos, ante todo, la necesidad de la hipótesis que a no sea un entero ne 
gativo, para que todos los términos de la (1) tengan sentido, Observemos, ade= 


más, que el término general de la serie dada puede escribirse (*) : 


A (2) 
k+a k+a+1 
de modo que, para la suma parcial de orden n , se tendrá 


ml Ey (CE Pe 1 1 5 A 1 
le] (E Es qa) 
i i 


1 1 ii 
(5 a 


1+a "nal 


sigue, inmediatamente, lim S,=-- y entonces 
n—0w 1+a 
e 
PAS RL A (8) 
SÍ (k+a)(k+a+1) 1+a 


2-Demostrar que, si a noes un entero negativo par, se- 


(*)Tal término es una función racional del índice k ,yescribiéndolo bajo la forma (2) no 
se ha hecho otra cosa que descomponer tal función en fracciones simples (como se ve en "Lec- 
ciones" Cap. XVII, n%S 11 y 12). La misma observación vale para los ejercicios sucesivos 3 
y5. 
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A 1 
(2k+28)(2+a+2) 2(a+2) ” ad 


y que, si la razón — no es un entero negativo, se tiene: 


1 1 


LJ 
G (ka +b)(kararb) afa+b) * er 


Escríbanse las (1) y (2) bajo las formas 


“hkioriaza) * “az aba EE) 


y aplíqueseles la (3) del ej. precedente . 


B-Demostrar que, si a noes un entero negativo, para Pp 


entero positivo se tiene 


Lana] 


1 1 1 1 
Puede escribirse TE) (rasp) 0 ( _— ) y entonces 


(1) 


Buponiendo n >p , tendremos: 


>| Pila Tea) TC 
(na ma) + (5 -.])] + 


(XÑ+* A Mr 
1+a 2+a p+a p+1+a n+a p+1+a 


1 E 1 Xx: )] 
+ RÁ Z H A RAZ A T = 
p+2+a n+a' n+l+a n+p+a 
1 1 d in 
AS TF, ....t A 
Pp [ 1+a* zra* p+a ) en n+p+a 1] 


Sigue, inmediatamente, lim S,= ES (He z ) , O sea, 
A n—w Pp p+a 


la (1) 


— nr ” PARA 


4 -Demuéstrese que 


ae A 
hs 2-1 4 


0 
1 
Poniendo k-1=h , la serie dada puede tarnbión escribirse ) . —— 


l=1 h(h+2) 
gue es un caso particular de la (1) del ej. pregedente. 
5 -Demuéstrese que 
1] 
pm - e a 
Í k(k+1)(k+2) 4 
0 
L = eÑ (2) 


fl (2k-1) (2k+1)(2k+3) 12 
A es AS Eo] 
El término general de la (1) puede también escribirse n [2 1 


y de ahf que 


le o 


14 2 1 b eb 1 1 ) 
st [+- could , 
y, pasando al límite para n-—=«w ,obteñemos lla (1). 


Procédase análogamente para la (2) . 


6 -Demostrar que 


y rei 
(k+1)1 
A 
(+ 1)1 ki (k+1)T 
*l-GrEp1 y» Porllo tanto, la tesis. 


Escribiendo se obtiene inmediatamente  Sp= 


Y -Demostrar que, sí x es un número real distinto de pa 1, 


la serie 
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es:convergente, y calcular su suma. 


Calculando las primeras sumas parciales, se encuentra: 


1+x 


A * 
2 2 
3 Az 2x _(l+x -2x, 14x 
2% 17x 1x2 1-x 1-x2 * 
se. 142 _ al. ext rl, te 
3 1 -x2 1 -xt 1 -x4 1 -x4 


1 
llo cue nos hace presumir que pueda resultar 


n-1 
1+x2 


. (1) 
1 mn 


S, = 


Y, en efecto, un simple razonamiento por inducción prueba que la (1) es cier- 
ta, tras lo que se tendrá 
e e as 
lim S, 


453 =-1 8 [x|>1 


B - Demostrar que se tiene 


00 
1 
EN aretg z ps 
=1 2 0% 
En virtud de la conocida fórmula arctg a - arctg B = arctg ES: , se ve fácil- 
5 1408 

'mente que 

1 

arctg ——= arctg -arctg 
22 2k -1 2k+1 


por lo que resulta 


S, = (arctg 1 - arctg H) + (arctg —H arotg E) to... 


a e 1 
AE IN 
y, por lo tanto, 
xr 
lim .:=— 
no Sn 4 


Y - Demostrar que, para 0<x q , Se tiene 
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Teniendo en cuenta que HT =2, + y:la conocida fórmula tg 2a = 
=—218%_ | se reconoce que 


1 - tala 
Lg La o == y, entonces, 
x x 
E 
1 1 1 1 
Sa = 
A n 
Se llega a la tesis observando que el cociente al tiene, para 
Xx 
n —o0, límite igual a 1 
10 - Demostrar que, para |x| < 1 , resulta 
o 
E. = z ; (1) 
(1-x) 


2 x(1+x 
ES (2) 
Para x=0 la (1) es evidente. Suponiendo x%*0 , dela 
8) 3 + (01) 
se pasa a 
1 ra... + (1) 0724 07! 
y, por lo tanto , 


grrr octal at 


De aquí se obtiene 
A A (3) 
5 (1-x)2  (1-x)2  1-x Gil 
y, sucesivamente, Ha 8 = e ya que, en virtud de la hipótesis | x|< 
< 1, los otros dos términos del segundo miembro de (3) tienden a cero. 


Para la (2) se puede proceder de modo análogo, o también observar que la 
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ferie (2) es una combinación lineal de la (1) yde una serie geométrica, 


11 -Demostrar que la serie 


A 


V2Z-1  Y2+1 Y3-1  Y3+1 


fs divergente, 


== )+( a Jun [=- —) 


pea (53 


1 1 1 
21 nt ). 
1 
Ss. A E MAA 
a-1. M fi +1 1 1 y 
y entonces, recordando que la serie armónica 1+ + te ..+ a es 


Hivergente, se ve que lim Son =+0w y también Lim Sop-1 +0. 


12 -Demostrar que la serie 
sen ( fk- fk-1)cos ( Vk+ [k-1) 
=1 
és indeterminada, 
El término general de la serie puede también escribirse => [ sen 2 Vx - 
+sen 2 fk-1] de lo que sigue fácilmente , 8, = sen (2 Va). Esta 


cantidad no tiene límite determinado al tender n a infinito. 


13 -Sea dado un ángulo de vértice O y amplitud a ( con 
e 
lxaxc=). 
<a ) 
Una vez fijado sobre un lado del mismo un punto Pp, lla- 
memos Pr al pie de la perpendicular trazada desde Po al 
gegundo lado, Pa al pie de la perpendicular trazada desde 


», al primer lado, y así sucesivamente. Demostrar que la 
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suma de las longitudes de los infinitos 


segmentos Po” PB 
tiene un valor finito. 


Poniendo OPy =a Ñ tendremos 


PpgP¡=asena , P¡P¿=asenacosa, 


P,P¿ =a sena cosa 7 as P, -1P, =2 sena cos" "la ».... Siendo la su- 


, 
ma en cuestión coincidente con la de la serie 


a sena (1+c08 a+ costa +... + cos”! 


Atoo..) . 
Entre paréntesis aparece una serie geométrica de razón cos a ; siendo 0< 
<a + será 0 <cos a <1 ,ytal serie será convergente y de suma 


+ Concluimos que la suma deseada vale 


a sena 


a 
ET a dr 


14 -Sea dado un cuadrado Qh de lado a. Considérese el 
cuadrado Q; que tiene como vértices los puntos medios de 
los lados de % ; después el cuadrado Q que tiene co- 
mo vértices los puntos medios de los lados de e y así su 
cesivamente, Demostrar que la suma 


de los perímetros y de las áreas de 


los cuadrados Q0- 21 a Q3> . tienen, 
para n—=0«., un valor finito. 
Estudiar la análoga cuestión para 


un polígono regular de n lados, 


Los lados de los cuadrados Qp 9, +9), Q »».... valen, respectivamente, a, 


a a a 
NZD GN 


con las sumas de las series geométricas: 


. y de ahí que las dos sumas en cuestión coincidan 
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ara 44 —+4 z ze 
"ETE WE 
2 a e al a? 2 
a 4 — ++ Porc añ 
E 
'y, entonces, toman los valores 


4a 


Para un polígono regular de n lados, el lector encontrará, con un razonamien- 


to análogo, los valores respectivos 4 


pra 
na E na? 2 
, EA 
1 -cos E 4 A 


5 - OBSERVACION: En los ejemplos de series considerados en los ejercicios 
precedentes hemos siempre logrado, mediante oportunos artificios, encontrar una 
expresión simple de las sumas parciales S, , que nos ha permitido estudiar fá - 
cilmente el ma Sa y determinar su valor en el caso de la convergencia, 

¡00 
No siempre las cosas resultan tan simples. En general no es posible un cálculo 
directo de la suma S de una serie convergente E Uy  - Sin embargo,una vez 
reconocida la convergencia de la serie, aunque sea a través de un modo indirecto, 
es siempre posible aproximar la suma S cuanto se quiera, con una suma parcial 
Sp » “on tal de tomar n suficientemente grande. 
Teniendo presente que S- Sa =Rp + donde Ba indica el resto de orden 


n  (esdecir u +...) Se ve que, para la elección del índice n que 


n+l Hn+2 + 
realiza la aproximación deseada, es necesario tener una idea de la magnitud de tal 
resto Ry, lo que se obtiene habitualmente buscando una oportuna mayoración de 
su valor absoluto. 

Esta mayoración del resto es una operación indispensable para la utiliza 


ción práctica de una serie. Varios ejemplos serán presentados en los ejercicios 


que siguen (ver ej. 22, 28, 29, 30, 31, 32) . 
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16 - SERIES DE TERMINOS POSITIVOS (Ver "Lecciones", Cap.V, 
122) 


Hacer ver que un número real y positivo a =N, ia S . 
escrito bajo forma decimal (N entero positivo arbitrario; C; 


enteros con 0<C, <9 ) coincide ton la suma de la serie 


i 
C1 C2 C3 


30 100 + 1.000 +...  . Encontrar, por este camino la co 


nocida ley de formación de la fracción generatriz de un núme 


ro decimal periódico. 


Para la suma parcial S, de la serie considerada se tiene S, =N E e $ 
por otra parte, en base a una conocida propiedad de la representación E de 
los números reales, resulta S, ga £8,+ o , vale decir, 0<a-S, $ 

Sr 


Sigue que, dado £ > 0 , apenas n sea suficientemente grande para que re- 
sulte er < € ,setendrá 0 <a -Sp, < € ,-lo que prueba que, efecti- 


vamente, lim S,= a. 


n—0w 
Sea a periódico y, precisamente, supongamos a =N, e, Ca ...mechea 
e E aa sa A EN , con m>0, p 21 . Entonces, pori 
la propiedad asociativa de las series convergentes, puede escribirse 
c C, €, C C, 
a=(n+ o pa Je (E o e, 
10 10 10m E 10m+p 
C 
E ( A o A 
10M+p+1 "¡y M+p+2 10m+2p 
No 10 07), car... +Cm A 
107 
p-1 p-2 
Cm+1 10P7*+Cop+2107%+, ...+ Cm+p 1 1 
A His ) , 
10m+P 102 10% 
La serie entre paréntesis es una serie geométrica de razón ysu suma 


10P 


vale .- — 
10P -1 


, teniéndose,por lo tanto, 
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- 2 
e ad aaa COEN TE 


10% 
p-1 p-2 
1 MOP O LOS 400 ++ Copa 
10% (10 -1) 
É -2 El 
O. e OP One 100 Gp 100 


10% (10P -1) 
p-2 Z m -1 
+Consa LO too 0 Cog 2 (NN > 10 +0 A oc | 
10% (10P -1) 

El numerador de esta última fracción es, evidentemente, la diferencia entre el 
número entero obtenido escribiendo a continuación de las cifras de N las m+p ci 
fras C¡Co... Co Copy 00. Cn+p del anteperíodo y período, y otro número ente 
ro obtenido escribiendo a continuación de las cifras de N las m cifras C¡Cp.. 


avia O del anteperíodo. El denominador es un número cuyas cifras están cons- 


m 
tituidas por p cifras 9 (tantas como las que forman el período ) seguidas de 
m cifras cero (tantas como son las del anteperíodo ). Y ésta es, precisamente, 


la regla elemental, Se tiene, por ejemplo: 


+ 1328417 - 1328 27089 
E A AE 


99900 99900 — 333000 
E 
17 -Sabemos que la serie Y L es convergente si a > 1, 
kl k” 


Su suma es una función de a , definida en (1,+0 ] , que 
se indica con el símbolo ES ( a ) y toma el nombre de fun- 


ción de Riemann. Demostrar las siguientes fórmulas: 
(1) 
(2) 


(3) 


La (1) es evidente. Obsérvese, después, que por la propiedad asociativa, pue 
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de escribirse 


O d 


Si de ésta se resta la (1) , seobtiene la (2) . Si, en cambio, se resta la 


(1+ 


(1) multiplicada por 2 , se obtiene la (3) . 


o 
18 - Demostrar que, si hs uz es una serie de términos po- 


sitivos, y si min lim kup >0 (en particular si lim ku, > 
n— 
> 0), dicha serie es divergente. 

El mínimo límite considerado puede ser finito o + 0) . En ambos casos, fija - 
do un número positivo C menor que él, se tendrá kuj definitivamente mayor 
que C ,0Os8ea, ur definitivamente mayor que ma ; pero la serie formada 

pl 


con los números Era es divergente y entonces, por el criterio de comparación, 


será también divergente la serie dada, 


19 - Teniendo en cuenta la propiedad demostrada en el ejerci- 


cio precedente, hágase ver que las siguientes series 


2 

log (2 qn k) a) 
k=1 
z l 

a AO) (2) 
+ (log k y 
o 

JOG ej 


E V k241 


son divergentes, 


Para la (1) es kuy = log (2 +sen?k) > log 2-> 0 , Por lo que evidente - 


mente el mínimo límite de ku, resulta > 0. 


Para la (2) yla (3) hágase ver que lim ku, =+00 
ko 


20 -Estudiar la serie 


2, 2(a+1) , _a(e+1)(a+2) 
b+1  (b+1)(b+2)  (b+1) (b+2) (b+3) 
donde a,b denotan dos números positivos. 


, 0) 


La (1) es de términos positivos e, indicando con uy el genérico entre ellos, 


se tiene 


+ a+k-1 
A 


o también, multiplicando ambos miembros por a+k 


, k=2, 3h... (2) 


a+k 


a+k = k-1 PS 
(a+k)u, =(a+ Le E 


De esta sigue 
(a+k) “2 (a+k-1) Uy (sl a3b), (2+k) uy < (a+k-1)u, (si a <b) 
o sea que la sucesión descripta por (a+k>)u, es no decreciente si a 7 b, 
flecreciente si a <b . Existe, entonces, el límite 
li a+k = A . (3 
pde ( ) Uy (3) 
que será > 0 (finito o + w.), enel primer caso, y > 0 (finito) enel 20 


caso. Por otra parte, como consecuencia de la (3) , se tiene: 


lim ku, = im (a+k)u,. =k.1=A > (4) 


k-o0 ¡25 a+k 
y entonces, por la propiedad vista en el ej. 18, ya podemos afirmar, en el caso 
ab ,que la serie (1) es divergente. 
Supongamos ahora a <b yretomemos la (2) , escribiéndola 
(b+k) ug =(a+k-1)Uk-1 
y observemos que es también válida para k=1 con tal de convenir que 4¿= 1. 


Poniendo sucesivamente k=1,2,....,n y sumando se obtiene 


n n 
DS, +27 kug=2a(1+S)1)+2 3 (k-1)4eJ 0, 
k=1 k=1 
o también, suprimiendo los términos comunes de los dos miembros y escribiendo 


3p “Un en lugar de S,_y 
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bS +nu,=2(1+8, - Up) 
s 


De ésta se obtiene 


a-(a+n)un 


$ * b-a 
y entonces, recondando la (3) 
lim S = LE 
Do Nn b- 
Hemos así obtenido la certeza de que la serieies convergente; pero entonces (ej, 
18 ) no puede ser A > 0 . Siendo necesariamente A =0 , se concluye que, si 
a 


a<b ,la serie (1) es convergente con suma igual a EAS 
-a 


21 -Demostrar que la serie 
wo 
losas Ala] 6 
k=1 
es convergente 
Obsérvese que 


= Ly E 
k+(-1)k+2 =sen (1+ le) 7 , Si kes par , 


senX E 1x 
=8en = 7 , Si k es impar, 
por lo que, en todos los casos 
k+(-1)kk+2 3x2 
0<senz k £sen 3 


La (1) tiene entonces sus términos positivos y no mayores de los correspon- 


k 
dientes términos de la serie geométrica convergente > sen (32 ] Y, 
k=1 
por ende, la (1) es convergente. 


22 -Demostrar la convergencia de las siguientes series: 


(a) 
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y calcular sus sumas con error menor que 
A, 1 1 de 

Para k>3 se tiene — 


So < ; e 
E aL 28 de A a 
y entonces , la convergencia de las series en consideración sigue del hecho que, a 


k 10% 
1 


y 1 


partir del tercer término, sus términos son menores que los correspondientes de 
ciertas series geométricas convergentes. 

Para calcular sus sumas con la aproximación deseada, tengamos presente lo que 
dijimos en el ej, 15 y busquemos mayorar los restos n-ésimos. 


Para la (1) se tiene 


1 1 1 
Ea y AT AE y nd tos 


n+1 


E 1 ( E nl 1 
(o+1) 2M+1 n+2 


1 
=—=,.—+ 
2 


1 


< — | 1 4 ...)> 
(+1) 2ntl a 22 (n+,1) 2 


y calculando esta última expresión para sucesivos valores de n , encontramos 


que el primer valor de n para el que resulta menor que E es n=10 

Entonces la suma S,g de los primeros 10 términos de la serie (1) pro - 
porciona un valor aproximado (por defecto ) de la suma S con error menor que 
3 , es decir, Sy <S <Sjp+ eS . Realizando el cálculo numérico de 
So Se encuentra que está comprendida entre 0/69316 y 0,69317 por lo que 


«concluimos que, con seguridad, 0, 69316 <S< 0, 69327 


Para la (2) se tiene 


1 1 1 d 1 1 
4 ——+ Pisco 14 — + ———_—_—— +... ] 
(+1)! (n+2)!  (n+3)! (0+1)1 n+2 — (n+2) (n+3) 
z [1 E + . Pr... 1] > A . ESA , 
(n+1)1 n+2  (n+2)2 (+1)! * n+1 
y esta última expresión resulta < E recién para n=7 . Precisamente 


1 9 


e 3 3 
St 0 nao aos Yo Pordo tanto Ry > 


Después se encuentra que - S, está comprendida entre 1,71825 y 1,71826 y 
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entonces, para la serie (2) se tiene 1,71825 <S <1,71829 . (*) 
Procediendo análogamente para la serie (3) se obtiene 
2 
Ra < 1 M8 (n+2) 
3 [(n+1)1] [(1+1) (n+3)] 


y se deberá tomar n=4 , con el resultado 1,27951 <S <1,27962 


23 -Demostrar que si Uy +» Ur Ugso..., 28 Una sucesión no cre- 


ciente de números positivos, las dos series 


> 

E na A tonta w 
1 

> Puy =u +24 +44 +. e 

AE 


serán ambas convergentes o ambas divergentes. 
Indiquemos con Sp las sumas parciales de la (1) ycon (Cm las de la (2). 
Suponiendo que sea n < qn podemos escribir, teniendo en cuenta que los nú- 
meros uy son positivos, 


=4.+u+...tu <utus+....tu+u Ho... u +u + 
1 2 a A n  n+l ci 5 


+.o...tu =u +(u +u )+(u + ua +u+u Je... 
e 0 tt, 


E osa 
Cugn Hamy 

pero, por el carácter de no creciente de la 4, , Uz,......, la última expresión 

no supera 


'm 5 
u +2 +40, + ....+2 bm= €, 


2 m 


Se tiene, entonces, 
E m 
ES e » (para n<2 .) . (83) 
Supongamos, en cambio, n > En ; entonces, procediendo de modo análogo se 


(* Más adelante veremos que la suma de la serie (2) vale e -1 
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obtiene 


S, +0, 40) +e...t0, >0, +0) +....+ bm = 0 +0 +(4+4,)+ 


+(u, + % +u, +% A (Ugm-1, y +Ugm-1,9 ++++-+Uom 13 


1 Em 1 
2 A, +2 tb 
teniéndose, entonces, 
m 
28, > [48 E (para n> 2 ). (4) 


Tras esto, supongamos que la (1) converja'y hagamos ver que, como conse- 
cuencia de ese supuesto, la (2) también convergerá, Llamando con $ ala su- 
ma de la (1) , se tiene Sa <S , cualquiera sea n .Fijado arbitrariamente 
unentero m ,elijamos n suficientemente grande como para que resulte n > 
> qe ; entonces, por la (4) , será Op <2S, y entonces Cm<28S. 
Esto prueba la convergencia de la (2) 

Supongamos ahora que la (1)converge y hagamos ver que, en consecuencia, tam 
bién la (2) converge, En efecto; fijado arbitrariamente un número positivo H , 
designemos con n al primer índice para el que S, > H ; entonces,apenas m 
sea suficientemente grande como para tener 2 > n , resultará por la (3) 
O m > Sn y, entonces, Cy > H , lo que prueba la divergencia de la (2). 

Por último, si la (2) converge (o diverge ), también la (1) converge (0 di- 
verge ) ya que, si así no fuera, por la demostración anterior la (2) debería. di- 
verger (o converger) . 

Como primer ejemplo de aplicación de este teorema, obsérvese que la serie 


>: vo 
1 
? —a debe tener el mismo comportamiento que la ? AA 
a 0 


(ax 
o 1 k 
= [as ) , que es una serie geométrica de razón += . Si- 
A qe 2 


gue la divergencia para a < 1 yla convergencia para a > 1 (como ya lo sa- 


bíamos ). 
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24 - Teniendo en cuenta el teorema del ejercicio precedente , 


demostrar que las series 


E) 1 


1 1 1 
A A MR o... 
k=2 k log k E=2' k log k log(? k h k log k log(2 k log(%) k 
(donde con logí2 k se ha indicado log logk , con logí>) k se ha indicado a 
log log log k,.... ) son todas divergentes. En general es divergente la serie 
22 1 


_—_—__——— m0) 
k log k log(2 k 1og(%) k.... .log(P) k É 


Observemos, primeramente, que la función log(2 x está definida para x > 
>1 yespositiva para x > e ;quela logí%)x está definida para x > e 
yes positiva para x > e ; que la log(% x está definida para x > el y es 
positiva para x > ee% ¡ete. etc. Por lo tanto, enla (1) ,pp está indicando, 
el primer entero perteneciente al intervalo donde está definida log Pz . Obsér- 
vese también que la (1) no tiene todos sus términos positivos; sin embargo todos 
los correspondientes a k > » serán ciertamente positivos, indicando con ) p 
el primer entero perteneciente al intervalo en que log Py >0 , Sabemos que 
para estudiar la convergencia o divergencia de la (1) basta estudiar la serie for- 
mada por los citados términos positivos (es decir, el resto de orden »y=1 ER: 
el estudio que ahora haremos (*) escribiremos las series sin precisar la variabi 


lidad de k  , quedando sobreentendido que k parte del valor de (para p= 


sd 
La serie E L es de la misma naturaleza que la Y ES —_————- = 
4 de X log 2% 
5 == ES , que es divergente. 
E k log 2 log 2 2 k 


Las series aquí consideradas tienen todas sus términos positivos y decrecientes, por lo que 
se les puede aplicar el teorema del ejercicio precedente. 
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La Y —— es de la misma naturaleza que la 
k log k 17 k 


EE once 
og 25 1og (2 »k E log) 25 L= y.tog 2. log (K log 2) 


dl 1 
log 2 k (log k + log (2)2) 
—_ 
A k (log k+1log(% k) 
ys ———  diverge por la demostración precedente, 
k log k 


pero esta serie diverge pues siendo log? 2 <0 resulta 


k log k 
La serie ob AP A es del mismo carácter que la 
k. log k. log(2 k. 1og(% k 


3 K 0) 068) ¿K y > 2 $ 
K og 2 A log é) 2 k log 2. log (klog 2). log'”? (k log 2) 


1 
Y—_———_———— que será diver - 
log 2— k ( log k + log(2) 2). log (log k'+ log?) 2) 
gente por las mismas razones que poco antes ya que 
Y 1 
——— A 
k (log k + log(22 ).10g (log k + log(?2)  k.logk. log(k 
Dejamos al lector el fácil razonamiento por inducción con el que se llega a estas 


blecer en general la divergencia de la (1) 


25 - Demostrar que, si A! , las siguientes series 


e l 


e 1 = 1 
by k(log kj2 * tz k log k(log2 k)* A 


.., 50on convergentes. En general, es convergente la serie 


e 1 
TEENS > SPEED (ELA AV ANR TALA! 

Lx, k log k. log Uk. ..... .logP70 k, (10gP) k 32 

Observemos que la potencia dog 2) y ,con a real, tiene sentido solamente 


si Log P) y >0 ;esto explica por qué k debe iniciar en el valor Yo ya intro 
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ducido en el ej. precedente. También aquí se trata de series de términos positi- 
vos y decrecientes a los que se puede aplicar el teorema del ej. 23 . 


1 
La serie Y tiene el mismo comportamiento que la 
k log k)% 


k 1 1 1 


2 = EF que es convergente, siendo a > 1. 
2 (log L)%  (l0og2)% — k% 
La pra, TA tiene el mismo comportamiento que la 


k log k (log (2 )% 


Ya La o e e lr 
21og 2 (10gP2k 2 10g 2 — k (log k + log(2)2 )% 


= 1 — oe , que es convergente , como ve- 
log 2 es mud + _log(22 y 
log k 


remos a continuación, En efecto; siendo log(2 2 <0 , los números positivos 1+ 


(2) 
+ e crecen con k ytiendena 1 ;entonces, llamando C,(0<C,<1) 
108 
al primero de estos números, se tendrá 


Y pl 1 
A, A 
Log (1, e)" C, k(logk)" 

log k 


1 


de donde sigue la tesis, ya que, por demostración precedente, la Y 
k (logk)% 


converge. 
Análogamente se estudia la DEN  __ _ ___———ÁÓ que se comporta 


k.log k.log(2k (10g(3)k )* 
como la 


e A e 
2 2 log 2. 10g(22k (log (Sk y 
1 A: PEA ES = 
log 2— k (log k + log(22 ) [ 1og (1og k + 1og(P2 ) ]* 


log 2 2 , log(1 + Log 
k log k (1+ 1 2 E (og [+ ==: 


log k log (2) k 
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(1. + log(2) 2 ) 
2) 
Observemos que se tiene 1+ tg 3c Es log W logk /_ > 
log k 1 108 Lx 
log Cy Te n 
1+ =D y que, siendo logC, <0 , esta última cantidad crece con k 
log” k Ñ 


tendiendo a 1; sigue que, llamando con Ca (donde 0 < Cy <1) al primero 


de sus valores, ésta resulta, para todo k, > Cz - Entonces el término general 
1 1 


Cy 03% klogk (log(k)" 
teniendo en cuenta el resultado precedente, tal serie converge. Y así sucesivamen 


de la última serie escrita no supera , y entonces, 
te. 

Podemos destacar que, si a espoco superiora 1 , las series aquí conside 
radas (convergentes ) tienen sus términos bastante próximos a los cortespondiga= 
tes términos de las series ( divergentes ) consideradas en el ej. precedente, de mo 
do que para tales valores de « la convergencia se realiza de un modo extremada 
mente lento. Es decir que es necesario un enorme número de términos para lograr 


una discreta aproximación de sus sumas, 


26 - Demostrar que la serie ) 
Kk=1 ira 
k 


es divergente. 


Basta observar que los términos de esta serie resultan definitivamente mayores 


que los términos correspondientes de la yA que es divergente (ej. 
k e k 5% 
>—Il— equivale ala logk> kk 


E 
1++7  klogk 
y «E 


24). Enefecto, la desigualdad 


que es cierta para k suficientemente grande, ya que lim logk==++w  mien- 
d) k—=w 


tras que lim pk =1. 
k —=«w 


27-SERIES ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES Y CRITERIOS 
DE CONVERGENCIA ABSOLUTA. (Ver "Lecciones" Cap. V, n%* 
3, 4). 


Estudiar si son o no convergentes las siguientes series : 


am 


q 
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13 Oda p) 
m0) E - O) ; 
2 -(-1)k a Vx qx +1) 
o k- 1 0 
EA á -k LL 
¡CDI e 60) (1 =k den 7) 


k=1 VE (+1) k=1 


La (1) es absolutamente convergente ya que; llamando con U, aÑu término 
general, se tiene que | Ur | es un infinitésimo de 2% orden para k —o . 

La (2) es convergente (absolutamente ) puesto que sus términos son positivos y 
su término general Ux resulta infinitésimo de orden a para k—«ou , 

La (3) noes absolutamente convergente puesto que | Ux | es infinitésimo del 
1% orden; pero es convergente ya que sus términos son de signo alternado, decre- 
cientes en valor absoluto e infinitésimos (Ver "Lecciones", Cap V, n% 5, teor, 
1) . 

Por último la (4) es convergente (absolutamente ) puesto que sus términos son 
positivos ( ya que sen < 2 ) y su término general es, para k-—«o, infi- 
mo se ve poniendo k= 


L 
k 
nitésimo del 2% orden, / Se tiene, en efecto, EN k2 (1-k sen + )= + , co 
L 
x 


y teniendo en cuenta que lim, EL pe +) 


1 
q Xx 
28 - Demostrar la convergencia de la serie 
0 
1 


Í=2 (log k)* 
y dar una mayoración de su resto n-ésimo Ry . 


La serie considerada tiene sus términos positivos y su convergencia se prueba in 


mediatamente con el criterio de la raíz, ya que resulta 


k 
Y 
pa | A > 


Se tiene, además 
1 E 1 1 


a O TI PAS E 
[log (6:1)] 2 — [10g (1+2392] [108 (+18 


|> 
vr 
" 
o 
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E 1 E 1 5 _ 
EIN A PE A 
[108 (12 [log (0.1) 3% 2 


2 n+1 * 
[log (n+1)] CIN 


Ñ 


[log (a+)] ” [1og (a+1) -1] 


29 -Demostrar la convergencia de la serie 


2 
A 
E (2) 
k=2 E 
y dar una mayoración de su resto. 
Aplicando el criterio de la raíz se obtiene 
k-1 | k 
lim ( k ) =11m 1) <lim(1-Ljal<r, 
k-=00 k—o k k—00 k e 


y por ende la serie es convergente. 


k 
k-114 ki] A 
Para mayorar el resto obsérvese que ( E -(( X=) ] = [ 1- El ] < 


ES (2) » Por lo que resulta 
e y qa pa 4 
A AAA 


30 -Estudiar la serie , donde x es un número 
=1 2k+1 
real arbitrario . 
Para x=0 la serie es evidentemente convergente; para x*X0 , aplicando el 


eriterio del cociente, se encuentra 


de+1 k+1 
Uk+1 (2k+1 
lim li E 11m DR alos 
k—=co | "k k-=00 | _k ko K (2k+3) 
2k+1 


gor lo tanto, si |x| <1 la serie converge absolutamente, si |x|>1 la se- 
Yie no converge. 


Por último, enelcaso | x|=1 , se ve que la serie no converge pues 
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1 
sel 3 
En el caso de la convergencia es fácil dar la siguiente acotación del resto: 
in | 02 al (n+2) N+2 ES a A de 
E 2n+3 2n+5 2 
=E Lx n+1 h 
2 1-Ixl 


co 

31- Estudiar la serie > pk donde a y x  sonnúmeros 
k=1 

reales arbitrarios. 


u 
Procediendo como en el ejercicio precedente se encuentra lim = =|x| 
k-0w ke 


y entonces, si |x|<1 la serie converge absolutamente (cualquiera sea a ), si 


|x| > 1 no converge (cualquiera sea a ) . 

Si x=1 la serie toma la forma E k* y entonces resultará absolutamen - 
te convergente si a <-1 , divergente si a 3-1 .Si x=-1 la serie se 
escribe PE (-1 A e y entonces converge (no absolutamente ) si a < 0, 
(ya que sus términos de signo alternado, decrecientes en valor absoluto e infinité- 
simos ), no converge si az 0 (porque su término general no tiende a cero para 
k—=0). 


Examinemos ahora cómo se puede mayorar el resto en el caso |x| <1 . 


Suponiendo a < 0 se tiene inmediatamente 


(3 co n+1 
a 

IR, | = ) Elm Y (el 

=n+1 k=n+1 ES] 


En cambio, enelcaso a > 0 , se puede observar, por ejemplo, que para 


a 

k—co la cantidad [1+ + ]f decrece y tiende a 1 , de modo que fijado x 

(con [x|<1 , x%*0) existe un índice )(x) tal que para k> Y (x) re 
E Ed 

sultará ( 1+=)]< y, en consecuencia, 


ES 
luz IS 1 
a Aa] lx ala , vale decir, | | < 


< | ul. / xl . Entonces, suponiendo n+1 .s V(x) , se puede escribir 
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2 
|Bnl= lps + psa tl <P pl [+ rr (YA) +. ] + 


lm+1 1 


1- Vx! 


32 -Demostrar la convergencia de la serie 


una mayoración de su resto, 
La serie tiene sus términos positivos y su.convergencia se establece fácilmente 


con el criterio del cociente ya que se tiene 


[USA 9H 
Y a e 1 MESA 
AE e METI q ¡lim =—<1. 
"e kt (k+1) (u)' k=o ue 
ye k 
1 
De la precedente expresión de leel se obtiene Us] < E My » yenton 


k 
ces 


2 
1 1 
Pa + 1 + (3) pel ho 247 


33 -Estudiar la siguiente serie de términos positivos: 


0) 
Apliquemos el criterio del cociente. Si, por comodidad de escritura, ponemos 
2 9 2 
x= Ex y observamos que Xx = 5 , Podemos escribir 
E 
4 2 
Mk 1+5É Br (1+ Ek) 
Uy Bk 1+5% 
2 
1+ 
5 


Si |x|<1 ,setiene limB,=0 ;si |x/>1 ,setiene lim E,= 
k—00 ko 
=+ 0, 


Ma 


En ambos casos resulta, evidentemente,que tiende a cero para k-40o 


y, Por ende, la serie converge . 
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Para |x 


= 1 , todos los términos de la serie valen —— y entonces di- 
cha serie diverge. 

Concluyendo, la (1) pfonverge para todo xp E SD. 

Dejamos al lector la tarea de mayorar el resto,para lo que convendrá distinguir 


los dos casos |x| <1 y |xI>1 . 


34 - Demostrar que, para 0<x<1 la serie 


2 Fl sena. sen 2a sen? ka 
dx (1+ x 008% ) (1+x cos 2a)....(1+xc08* ka) 


es convergente, cualquiera sea a . 


Tal convergencia resulta inmediatamente de observar que 0 < uz < ro É 


También se podría haber aplicado el criterio del cociente, encontrándose 


Ur sen? (k+1)a 

A 

“e 1+xc0s*(k+1)a 

Este cociente, si bien no tiene un límite determinado para k-—ow , se mantie- 


ne siempre < x <1 , y de ahí que la serie sea convergente. 


35 - Estudiar la serie 


2) o 
2351 k 


Si x es un entero positivo o nulo, la serie considerada es convergente ya que 
sus términos, desde cierto punto en adelante, son todos nulos, 
Excluido tal caso todos los términos son distintos de cero. 


El criterio del cociente no nos resulta de utilidad pues resulta 
x-k 
ko |k+2 
Apliquemos , entonces, el criterio de Raabe, considerando el límite 


uk k+2 x+2 
-1|=lim k 1 Jr 
k+1 k-x 


| 


Esto nos permite conoluir que si x+2>1 ,osea x >-1 ,la (1) con 
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verge absolutamente, mientras que, para x <-1 noconverge absolutamente. 
Queda, entonces, por estudiar el caso x=-1 ,ysipara x <-1 la serie 

pueda ser convergente (no absolutamente ) . Poniendo x=-1- E , conbE 70, 


la misma se escribe 
um (5+1)(5+2) 
== (k+1)! 


E k 
(B+k) a 


teniendo sus términos con signo alternado, Ya se ha visto que resultaba definitiva- 


= ——= HI y; Bigue así que, si 0<E<1 (o sea 


A O 


-13>x >-2) los términos de la (2) son definitivamente decrecientes en valor 
¡absoluto e infinitésimos, por lo que se tendrá. la convergencia de-la serie, aunque 
( 
o absoluta . 
2 k 
Para E =1 la (2) se reduce a la ] (-1)  quees indeterminada; para 
1 

E>1 sus términos crecen en valor absoluto y la serie es todavía indeterminada. 


Concluyendo: para x <-2 la (1) es indeterminada; para -2<x<-1 


es convergente (no absolutamente) ; para x > -1 es absolutamente convergente, 


B6 -Estudiar las siguientes series 


o di LJ 1 2 x k 
pe (log k)% " Ln Pogk 3 (+ : 
1 [-] k E) 

JE ley e 2 (5) , 0% (2k) 
=1 51 k =T O (k+2)2 


$7 CRITERIO DE CONVERGENCIA DE KUMMER: 
Es otro criterio de convergencia absoluta que se enuncia del siguiente modo: 


1-Sea dada la serie 
1] 


4 “y 0 
pon 1 


(') Ya lo sabíamos para x <-1 ;pero también se llega a esa conclusión para x=-1 (o 
A 
k 
(62) 


sea E =0)que es cuando la (2) toma la forma PEA 
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con todos sus términos distintos de cero y, además, una suce- 


sión arbitraria 


A e) 
de números positivos. Si para k-—=0 , resulta definitiva- 
mente 

En > >0 (3) 

Pia | 7 1? P , 
la (1) será absolutamente convergente. Si, en cambio, re- 


sulta definitivamente 


Pk <o0 (4) 
e. 
y si además la serie A es divergente, la (1) no es 
a 
absolutamente convergente, 
Dem. Con la hipótesis (3) se tendrá 
plul>»p u 6) 
y! yl ln! ton 
y también 
1 
A SE Pr Vel Pra 141) ). (6) 


Por lo tanto la serie E Pe lay! ea l Ur ) es convergente, ya que 
tendremos para la misma S,=Pj |uyl -Pni1 | Uns!» con la cantidad 
Pn+1 | Yn+1 | tendiente a un límite determinado para n-—oo en virtud de la (5). 
Entonces, de la (6), sigue la convergencia absoluta de la (1) , que es lo que que 
ríamos demostrar. 
Por otra parte, de la hipótesis (4) sigue p, | ul Phi ¡EA y, en- 
tonces, p, |u,| tiende, para k— oo aun límite positivo, finito o no, 
Existe, entonces, un H > 0 tal que resulta definitivamente Pr | Y! >H,o 
sea, uk > e ; pero si la serie )7 E es divergente, también lo será la 


El Uk |, que es lo que queríamos demostrar. 
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Del teor. 1 se deduce el siguiente corolario, cuya demostración la dejamos pa- 


ra el lector: 
11 
I-Si la serie E Pe es divergente, y existe el ifmite 
k=1 
li Pp 3: 
im E 
k—o| k ke "Pla 


la serie (1) es absolutamente convergente en el caso 1>0 
y no es absolutamente convergente si 1<0, 
Observemos, por último, que tomando Ph > volvemos a encontrar el cri- 
k 


lterio de Raabe. 


B8 - SERIES HIPERGEOMETRICAS 


Se denomina serie a a una serie del tipo 


y 2(a+1) (b+1) E x2 + 2(2+1)(2+2) b(b+1)(b+2) ca W 
olor) 21* e (c+1) (c+2) Ps 


Se debe hacer la hipótesis que c no sea un entero negativo o nulo;además para 
ho caer en casos triviales (series reducidas a un número finito de términos no nu- 
los ) conviene hacen las mismas hipótesis sobre a y b 

Nótese además que, para a=c , b=1 ,la (1) se reduce a la serie geomé- 
trica Lea ..... 

Demuéstrese, valiéndose del criterio del cociente, que la (1) 
es absolutamente convergente para |x| < 1 y no convergen 
te para |x| > 1 

Demuéstrese después, con el criterio de Raabe, que para x= 
+1 la (1) es absolutamente convergente en el caso c> as 


+b , mientras no es absolutamente convergente si c<a +b, 


39 - PRODUCTO DE SERIES (Ver "Lecciones”, Cap. V, n% 6), 
( , Cap. V, ) 


Hacer ver que, realizando el producto de la serie geométri- 
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E 
ca PE e por si misma, según el procedimiento de Cauchy, 
k=0 


se obtiene la. siguiente fórmula (cfr. ejercicio 10) 
E) 


aro, (para fx l<) 
k=0 (1-x) 


En efecto, para |x| <1 , la serie es absolutamente convergente con suma 


y entonces, por un conocido teorema, multiplicándola por sí misma al mo- 


l1>x 
do de Cauchy se debe obtener una serie también absolutamente convergente, con su- 
E 
¿ma iguala —_— . 
(1 
Los términos de esta nueva serie están dados por el siguiente esquema 
1 x e e mo... 
2 3 4 

x Xx x x . 
A IN 
e ll 


y son, ordenadamente 1, 2x, 302 " ae , «.. con lo que queda establecida la 


(1. 


40 - Hacer ver que realizando el producto según Cauchy de la 
perie (1) del ejercicio precedente por la serie geométrica 
E, E , se obtiene 


LJ 
O rr , (para |x| <1) . 


41-Hacer ver que realizando el producto según Cauchy de las 


E 
dos series ee EM e (que sabemos son absolutamen 
pS kt kt > 


te convergentes cualesquiera sean x e y), se obtiene la 


E) k 0 
nueva serie > PE ni E . Deducir que, poniendo Y 2%, 
%=0 k! k=0 XX! 
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=f(x) ,se tiene f(x).£(y)=f(x+y) . *) 


42-TEOREMA DE MERTENS. 
En "Lecciones" hemos establecido el teorema según el cual, dadas dos se - 


ries absolutamente convergentes 
00 


s E d m0) 


el producto de las mismas (en particular la construida según el procedimiento de 


Cauchy ) es también absolutamente convergente y tiene la suma igual a U, V. Si 
mos limitamos a considerar el producto según Cauchy, se puede dar un teorema 
más general, llamado de Mertens, que se enuncia como sigue: 

I-Si ambas series (1) son convergentes y por lo menos una 
de ellas lo es absolutamente, la serie producto según Cauchy 
de las mismas resulta convergente ¿on una suma igual a U.,V. 


Dem. Supongamos que sea absolutamente convergente la primera de las (1) y 


PE leal e 1 


0 
La serie producto que debemos considerar se escribe ? Xk con Xp = 
=0 


pongamos 


k n 
* E Ya y una suma parcial de Xx. Puede transformarse como sigue 


n_k 
ns de Mara Los k-1 ES Ya > 


h=0 


k=0 
o también, teniendo en cuenta la segunda de las (1) , 
n 
2 
donde se ha puesto R,_¡= A 2 SA vh /resto de orden n-i de la segunda de 
En 


(')veremos más adelante que f(x)=e* . (enel Cap. XXI). 
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s 


las (1) 7. 
n 
Debemos demostrar que lim pes a =U. V. y entonces, teniendo en cuenta 
n—w 0 n 
que por la primera de las (1) se tiene lim ) % V=U, V. , queda por pro 
n-o Gp 
bar que 
n 
lim ) ú, R _,=0 (3) 
n-o 57 4 An=i 


Con tal motivo observamos que, siendo infinitésima la sucesión de los restos 
BR, 7 Ra m R3 » +... de la segunda de las (1) , existe un H >0 tal que resul 


ta 
IR, < HH  , cualquiera sea k , (4) 


mientras que, en correspondencia a un € > 0 fijado arbitariamente, se podrá 


determinar un Índice p de modo que resulte 


Il > 


Además, aplicando a lu serie (2) el criterio general de convergencia, podemos 


para k>pH . (5) 


señalar que existirá un índice Y > p que permitirá se verifique 


n 
97 lul <% , para m>>) yparatodo nzm ., (6) 
i=m 


Tras esta observación, y supuesto n > 2Y , puede escribirse 


n y n 
1 Bn |< 2 151 > PBpail + 2. al Bal 
E0 0 54 


En la primer sumatoria del segundo miembroes n-i>n->? > %>p,lo 


que permite afirmar que tal sumatoria, por. la (5),es menor que = DE luzl 
i=0 


y por la (2) , también menor que e ¿e= q, 
2 n 
Por la (4) la segunda sumatoria es menor que H dE lu al y, por la (6), 


esta cantidad es a su vez menor que H. 5] 


Se concluye que, para n >2Y , resulta 


n 


29 E 


i=0- 


< E 


lo que prueba la (3) , que es lo que queríamos demostrar. 
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43 - SERIES NO ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES Y CRITE- 
RIOS DE CONVERGENCIA NO ABSOLUTA. (Ver " Lecciones” 
Cap, V,n* 5). 


LJ k-1 
Demostrar que la serie Y — tiene como suma, 
k=1 


() 
log 2. 


qa yet 


co 
Ya sabemos que la serie > 

k=1 

y que su suma puede calcularse como lim San Hagamos la posición 

n—e 
1 1 1 

A 1 
Bn ari n e) 


es convergente (no absolutamente , 


y podremos escribir 


e 


1+ a + E + z L L + L Peje ot - ) H. H, 
o A A AN O e 
3 2n-1. 2n ) ( DN ond 2n 2 a 


Por otra parte sabemos (Ver Cap. IV, ej. 10)que H, - log n tiende, para 

n—« , ala constante de Euler Y , lo que nos permite escribir 
Hn=logn+Y+0(1) , (para n—0w). (2) 

Se tiene, entonces, 

Son =[ log (20)+Y+0(1)] - [logn+Y+0(1)]=1l0g2+0(1) , 


y de aquí, la tesis. 


44 - Demostrar, con un ejemplo, que para las series no abso- 
lutamente convergentes, no vale la propiedad conmutativa (Ver 
también el sucesivo ej. 51). 
En el ej. precedente hemos demostrado que 
L d 1 1 1 


Ea a Aa IA m 


(*) Este resultado volverá a ser establecido, más adelante, por otro camino (en el Cap. XXI). 


1u V -45 
obtenida de la (1) alterando el orden de sus términos m y hagamos ver que la 


3 
misma converge y tiene por suma == log 2 


Por la (2) se tiene: 


Ñ 1 
4n -1 án 
o también, recordando del 'ej, precedente las (1) y (2) 


1 Da 
+—) - [e 
an 2.4 


1 1 
-( 14 — + — +... + 
2 3 


1 1 
S9n " Han - 7 Hon - 7 En” 
= [ log (40) +Y+0(1)] - + [log (20) +7+0 (1) ] - F[logn+7+0()]= 
3 
= e 2+o(1) . 


A 3 
Se tiene así Lim San = = log 2 y, Por otra parte, dado que Son+1 = 
1 1 1 


San e San+2 = Sgy + e ld A éstas también tienden al 


mismo límite, y de aquí, sigue la tesis, 


45 - Demostrar que la serie 
1 1 E 1 1 1 1 
AS E a E O a) 
es convergente, no absolutamente, y tiene suma igual a 


1 
3108 ag. 


Deducir después la siguiente fórmula 
[) 


1 a 
= — l E (2) 
ZS (AI) (AZ) (A) y 


Procédase como en el ejercicio precedente haciendo ver que para la serie (1) 


1 
se tiene Son Ban mE H,, 


an + +5, , €tc. etc. Para pasar a la (2) asócien 


se los términos tres a tres. 


(*) Se han escrito sucesivamente de la (1) dos términos positivos y uno negativo, extraídes 
de ésta en el orden en que se encontraban. 
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46 -Demostrar que, para x>0 ,se tiene 
lim A )-108(1+=) mi) 
n—« 1+nx  2+nx n+nx x 
Indiquemos con p la parte entera de nx definida por p gnx<p+1 y ob- 


servemos que de ésta sigue 


de e pad dl pI,» L 
E S Pp x , ESA 
n 1 n 1 
de modo que, para n—=«w , se tiene p—0w, » x * pH x 


Tras esto nótese que, poniendo 


A =a ; 
1+ nx 2+nx n+nx 
se tiene 
.1 1 E 1 y E 
+ Hr A <A EA + + + 
2+p 3+p n+1+p 1+p 2+p n+p 


o también, recordando las (1) , (2) deleje. 43 
En+p+1 “Hpy1 < % 


== Jo <8n <log (1+ E )+0(1) 


S Hrsp 7 Hp 


10 ( 1+ 
De aquí, en virtud de una observación precedente, para n—«o las expresio 


nes del primer y tercer miembro tienden ambas a log ( 1+ ak ) que es la te- 
x 


sis (1) . 
47 - Demostrar que, para x>0 , la serie 
1 1 pS 1 1 
Er SA > 2 


es convergente, no absolutamente. 

La (1) no puede converger absolutamente porque su término general, para 
k —o , es infinitésimo del 19" orden. Para probar la simple convergencia obser 
¡vemos que las sumas parciales de orden par no son sino las sumas parciales de 


esta otra serie de términos positivos 


1 L 1 1 1 
la [od 
1+x 2 2+x k k+x 
A Eos 


1 (14x) 2(2+x) "7 k(k+x) 
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¡que es convergente porque su término general es infinitésimo de 20 orden. Existe, 
“entonces, finito el Dn Son que coincidirá con el de ia = Son + — , lo 
que representa la tesis, 
Obsérvese que para x entero (positivo), poniendo x=p ,la (1) entra 
en el tipo considerado en el ej. 3 , por lo que su suma vale p. Za . 5 )= 


=H, (con la posición (1) del ej. 43). 
48 -Sea a, una sucesión decreciente e infinitésima de nú-= 


meros positivos. Demostrar que la serie 


A, C08X +A, COS 2X+,... +2, COBIX+. 


1 (1) 


es convergente para todo x que no sea múltiplo de 2x. . 
La (1) puede considerarse obtenida de la 
COS X +C08 2X +... +COBDX +... (2) 


multiplicando sus términos por 27d rc, 2 . respectivamente. 


Para x%*2kx (kentero)la (2) tiene sus 3umas parciales acotadas. En efec 


to; por una conocida fórmula (ver sucesivos Cap XI, ej. 42) se tiene 


= z 
Cos x + cos 2x+, 2 x ) sen | 7x) 


, 
4 
sen —> 


admitido que sen ++ 0 ,osea, xf* 2kx , por lo que bajo esta hipótesis 


resulta, para todo n , 


| cos x + cos 2X + ....+cosnx| £ . 


Por otra parte la sucesión de los factores positivos a ,2  €s, por 


1%» 
hipótesis, decreciente e infinitésima y, por un conocido teorema, esto basta nara 
asegurar la convergencia de la (1) . 


Para x=2kx la (1) se reduce a la- a, +2 +... 2, +... y de muestras hi 


2 


pótesis no sigue necesariamente la convergencia de esta serie. 
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Para x%f2kxt la (1), en general, no es absolutamente convergente; obsérve 
'se, por ejemplo, que para + resulta 0-azg+0+a¿+.... y no está de 


ningún modo dicho que la a,+a,+a.+.... Bea convergente. 


2..4 06 


49 - Demostrar que es indeterminada toda serie a = Cy +0g-04+ 
+.... de términos con signos alternados, en la que la suce- 
sión de números positivos 0 +7, Pg 470... 502 creciente. 
«Se ve inmediatamente que resulta 0 <8,< Sy € 85€ 22.0. Y 0> 8, > 
> 8y> Sé > ...., loque basta para probar la tesis, 
150 -ACELERACION DE LA CONVERGENCIA DE UNA SERIE CU 
YOS TERMINOS TENGAN SUS SIGNOS ALTERNADOS. 
Sabemos que una serie 
A a RA (60) 
de términos con signo alternado, decrecientes en valor absoluto y tendientes a ce- 
ro es convergente, y que con la notación habitual se tiene 
15S-Sal < Cm (2) 


Junto a la (1) consideremos esta otra serie 


e e TL (3) 

que es de términos con signos alternados e infinitésimos, y demostremos que con- 
e 

verge y tiene por sumaa S- => . En efecto, llamando con (y a la suma 


parcial de orden n se tiene: 


C-C C9-C: « 
1593. 0270 -1 ni 
[€ ——- —S+...+(-1 A 
A 2 cit 2 

n n n+1 er n n+ 
+(-1) 0 HIST) AGA 5 $ 


y entonces, recordando que la sucesión de los O es infinitésima, 


lim0O' =8- 
hw n 
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Pero, en general, la (3) no tiene sus térmmos decrecientes en valor absoluto 


como lá (1) . Tal cosa sucede si se tiene Ln o > +1 a: 


2 1 +2 7 0. t) 
Si esta condición se verifica, la (3) es del mismo tipo que la (1) 


, 08€n, 


y se podrá para ella escribir-la análoga de la fórmula (2) , osea 


e O3j 0 
OS E 0+1  "n+2 
Is-—-0,1 <A 
Cn+1 - Cn+2 


Confrontando con la (2) y teniendo en cuenta que ——_——= <c 


2 m1 > ee 


ve que, con el mismo número de términos, la (3) proporciona para 'S una a- 
proximación mejor que la proporcionada por la (1) 

Entonces, admitida la hipótesis (4) , la (3) es del mis- 
mo tipo que la (1) y converge más rápidamente... 

Esta transformación puede después ser intentada sobre la (3) y, sl resulta po 
sible, se obtendrá una nueva serie que presentará una convergencia todavía más 
rápida, y así sucesivamente. 


Consideremos, por ejemplo, la conocida serié (ver ej. 43). 


0 (1) 
pelo. (1) 
k=Í 


Si con ella deseáramos calcular log 2 con 4 decimales exactos, necesita— 
ríamos 9999 términos /'como resulta de la (2) J . Veamos si sobre la (1') 


se puede efectuar la transformación antes indicada; la condición (4) se escribe 
1 2 1 


_——+ 
k k+1 k+2 
da. Entonces, la análoga de la serie (3) , osea 


>0 y se reconoce inmediatamente que resulta verifica= 


2 pe 1 
a a 


converge más rapidamente que la (1') . / Bastan 70 términos para tener log 2 
'con 4 decimales 7. 


Probemos a transformar la (3'). La condición (4) queda verificada puesto que 
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A AS A 
2k(k+1) 2(k+1)(k+2) 2(k+2)(k+3) 
mueva serie 

e talado: 

E 2% (k+1)(k+2) a.” 


¡pará la que bastan 16 términos para obtener la¡aproximación deseada. 


Repitiendo el procedimiento se encuentra después la 


LJ 
> (-1]4 3 A 
7 Ak (k+1) (k+2)(k+3) 2.8 2 


“para la que bastan 7 términosS........ 


51 - TEOREMA DE RIEMANN- DINI, 

En "Lecciones" hemos visto que si una serie es absolutamente convergente, 
vale en ella la propiedad conmutativa, Se afirmó después, sin demostración, que pa 
ra una serie convergente, no absolutamente, tal: propiedad no es válida, Un ejemplo 
¡ya ha sido visto en el ej. 44; pero queremos ahora volver sobre este tema, tratán 
«dolo en general, Observemos ante todo que si una serie $ Uy Converge no ab- 
solutamente, contehdrá necesariamente infinitos cios e infinitos ne= 
gativos puesto que, en caso contrario, sus términos serían definitivamente de sig- 


¡ho constante y se tendría la absoluta convergencia. Indicaremos con 


A (1) 


», - ba Dor .. , 
a las series formadas con los términos positivos y con los términos negativos, res 
pectivamente, de la serie dada,tomados en el orden en que se encontraban en la 
misma. 


Dicho lo cual pasamos a demostrar el clásico teorema de Riemann- Dini, que se 


enuncia; 
00 

I-Si una serie ] uz es convergente ( no absolutamente),es 
=1 

posible alterar el orden de sus términos de modo de obtener 
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una nueva serie convergente con suma igual a un número real 
A arbitrariamente prefijado 5 


Dem, Indicaremos con S, ,A, ,-B, alas sum 3 parciales de la serie -dada 


n 
y de las series (1), (2) , respectivamente, deducidas de la dada. 

Entre los primeros n términos de la serie sE uy existirán p positivos. 
y 4 negativos, de modo que resultará S.= Pue y, altender n ainfim 
to, también py q tenderán a infinito. 

Se ve entonces que ambas series (1) y (2) deben ser divergentes, En efecto; 
si ambas fuesen convergentes, con sumas A, -B , de la relación | ul +| ual+ 
| Up | =A, +BQ Se tendría lim ( la, l +| uy l+....+hu,l at 
= a Ba =A+B , y la serie dada sería absolutamente convergente, cntra la bj 
pótesis . Después si, por ejemplo, la (1) fuese divergente y-la (2) convergen= 
te con suma -B ,delas 8, > Ap » An Ap=+o, se obtendría Lim Sa 
=+ 0w ,.es decir la divergencia de la serie dadá, 

Sigue, entonces, que fijado arbitrariamente un número K se podrá siempre en 
contrar una suma parcial de la (1) mayorque K y una suma parcial de la (2) 
menor que K , 

Tras esta observación, supongamos dados arbitrariamente unnúmero A y, PA, 
ra fijar las ideas, supongamos que sea A > 0 

Llamemos p, al primer índice para el que resulta 

A +A) het o >4 ; 
07 el primer índice para el que se tiene 


9 +Aghc ct y by Da mc... co A; 


(o también que sea divergente, o que sea indeterminada con mínima y máxima suma preesta - 
blecidas arbitrariamente. 

Nos limitaremos a demostrar la afirmación del texto; con un razonamiento análogo el lector 
podrá probar estas otras dos afirmaciones. 
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Pz el primer Índice, entre los mayores dep, para el que resulta 

ad A =Dy = Dg 2... Bay Hao, +1 +8py+2 +++ +Hp, SA + 
% el primer índice, entre los mayores de 4, » Para el que se tiene 


rack 


a E =b, -b¿- | y py py +2 + 


de =D E A 


Boy Py Py +2 4, 


y así sucesivamente. 


De tal modo queda perfectamente individualizada la serie 


+...+2 DL 

, q pH Pg 9 % 

,que contiene a todos ( y solamente ) los términos de la serie dada 2u co 
Observemos que indicando con T, ? las sumas parciales de orden n de es- 

¡ta última serie,se tiene por construcción 


0<T_ -A<a 
Pi 


P1 
0<A-T b 
p*9 < q” 
0 < Tpg+qy 7 Ap) > 
0<»k-T Be 
pgtaz < 92 


¡con lo que, teniendo en cuenta que siendo la 2 convergente debe ser 


2,0, b¿—0 (para k—0), 
se deduce que la particular sucesión de sumas parciales 


(4) 


7 T Ain bs E E 
PL bd Pg*4 Pg*dz 


tiene como límite A. 

Pero, si se observa que toda otra suma parcial de la (3) está evidentemente, 
comprendida entre dos consecutivas de la (4) , se deduce inmediatamente que 
A Tr. hz , Yue es lo que queríamos demostrar. 

Un razonamiento análogo vale en el caso A < 0 , intercambiando el papel que 


hacen las dos series (1) y (2) 
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CAPITULO VI 
Límite de funciones de una variable 


1 - Utilizando la definición de límite (ver "Lecciones", Cap. VI, n%1, 
2,3) demostrar que resultan 


2n+1 20+1 


2n - 0 li --0, 
E A 
—2.= 1. 1 La 
(Y Jim pr OR ato. (6) Pia a ON 
(n entero positivo) 
a Le 
(7) ix =+00, (6) Lim, e = 0, (x > 0, a número real positivo). 


Como ejemplo demostraremos la (1) y la (4). 

Para la (1) es necesario hacer ver que, fijado arbitrariamente un número re- 
al k , es siempre posible determinar un número positivo ¿3  talque, para 
|x| >48 resulte 2 > k ,Y, en efecto, esta última desigualdad se verifi- 
ca para todo x si k<0 ;si, encambio, k >0- tal desigualdad equivale a 
la |x] YE y de ahí que nuestra anterior afirmación será válida con un 
Í arbitrario, si k <0 ycon 3 A, si k>0 

Para la (4) es necesario probar que, fijado arbitrariamente un número real k, 


puede determinarse un número positivo 3 talque, para 0<|x|<ó3 ,re 


1 


sulte 
x2n 


>k .Y, efectivamente, esta última desigualdad vale para todos 


los x%0 si k <0 , mientras, si k >0 , la misma equivale ala |x| < 


Ear 1 , de modo que nuestra afirmación resulta cierta con 3 arbitra — 
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rio enel caso k <0 ycon ¿ ==. en el caso k >0 
k 


2 - Utilizando la definición de límite, demostrar que resultan 


=0 sia>l o, 
(1) lim | (2) lim a* 
70 =+0w si0<aL<i, Sn 


=+0 SN FM 


o si 0<a<i, 


=-0 sia>1l o, =4+018i a>1l o, 


opi si0<a<1, Ma te -w0 si0<a<l. 

Como ejemplo demostraremos la (1) yla (3). 

Consideremos la (1) suponiendo, inicialmente, a > 1 . Necesitamos hacer 
ver que, fijado arbitrariamente £ > 0 ,se puede siempre determinar un nú — 
mero 3  talque, para x < 3 , resulte a% < € , Esta última desigual - 
dad equivale ala x < 108, € y, entonces, lo afirmado valdrá con 3 log, €. 
En cambio, enelcaso 0 <a <1 se necesita mostrar que, fijado arbitraria - 
mente un número real k , será posible determinar un número Ú¿  talque, pa- 
ra x<ó , resulte a > k . Como esta desigualdad se verifica siempre, si 
k <0 y, para k >0, equivaleala x < log, Kk , Muestra afirmación será 
cierta conun ¿ arbitrario, si k <0 ycon $ =logk cuando k>0, 

En lo que respecta a la (3) sé trata de demostrar que, fijado arbitrariamente 
un número real k , puede determinarse un '3 > 0 talque, para 0<x<0 
resulte logx <k (si a>1) logax>k (si 0 <a < 1) . Como ambas 


k 


desigualdades equivalen ala x <a“ , entonces... 


3 - Utilizando la definición de límite demostrar que resultan 


() lim. tgx=+0 , (2) lim tgx=-00 a 
x—íi- xi. 
2 2 
(8) lim cotgx=-0 , (4) lim  cotgx=+0 


x—0- x—0+ 
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Demostremos, como ejemplo, las (1) , (3) 
Para la (1) es necesario demostrar que, fijado arbitrariamente un número re 


al k es siempre posible determinar un número positivo Í- tal que , Para 


E =$ <x< - resulta tgx > k . Basta analizar la construcción de la 


fig. 29 para determinar un ¿3 como el buscado. Señalado el punto M con 
AM=k (en la figura se ha supuesto k > 0 ) únase O con M determinan— 
do el punto C  ;la medida en radianes del arco 57] proporciona el $  bus- 


cado, puesto que para todo arco x= ÁP cuyo estremo P sea interior al arco 


E: E 


BC (es decir, para 3 


E <+) resulta tgx>k 


Fig. 29 Fig. 30 

Para la (3) se debe hacer ver que, fijado arbitrariamente un número real É k, 
puede determinarse siempre un 3% > 0 talque, para -5<x <0 resulte 
cotgx < k 

Basta realizar la construcción de fig. 30 . Una vez señalado el punto” M con 
BM =k (en la figura se ha supuesto k <0 ) finase O con M determinan- 
do el punto C  ;la medida en radianes del arco AO proporciona el número ¿ 
buscado puesto que, para todo arco x= ÁP cuyo extremo P sea interior al ar 


co ÁC (esdecir -3 <x<0) resulta cotgx < k 
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4 - Retomando las funciones de una variable consideradas en 
el ej. 1 del Cap. HI, demuéstrese, recurriendo a la definición 


de límite, que resulta 


J 4 
m pa x+3 


nd 2 = 2_ a 
ella log ¡y -3x)=-0 , ia log¡y £ -3x)=-0, 


ORTA . 


ae li 
(5) Lim, 108, 0-39 =+ 0, jas Pi da 1-x2)=-0w0 , 
1 


(M,Lip, 108,9 108,9 +2)=-0 , (6) lim, log, y 108, y +2) =+00 , 


2 = y EL 
(9) Lim 108,9 arctg 0 -1)=-00, (10) lim log, y arctg (x2-1) = log, y S. 


Tras el estudio de algunas desigualdades el lector justificará las fórmulas pre- 
cedentes haciendo ver que 


para la (1) : fijado arbitrariamente un número real k , resulta 


> k apenas sea -3-3<x<-3 ,con Ú positivo arbitrario, si k <1 y 


con 3 == si k>1 5 
k 


Ll 


para la (2):fijado € > 0 resulta 1-e€ < 


18 di 
134 ————— » 4 ETA <-|3 
x< [9 ip o para x > (6 3 1) x + See 
al 
PE O E ML. E-< 1); 
E(2-E) 


para las (3), (4) : fijado k , resulta 108, 0S -3x) <k apenas sea 


-8<x<0 o 3<x<3+3 -, respectivamente, con 3-2 /00 Ea; 


para la (5): fijado k resulta 10819 4 -3x) > k apenas sea x>ó3 ,con 


123 VI-5 


ENE 
$= 7er 


d 
para la (6): fijado k resulta log, y X - 1-x2) <k para -—= < 


yz x < 
¿00m 5 =1-2 si kz0 , cm 5 =L 04 Y 2.10%- 


para la (7): fijado k , resulta log,¿ log, (+2) < k para -1<x<-l+65, 
con 3 =1010% y 

para la (8): fijado k , resulta log, l0g,y (+2) > k para x > 5 ,con 
3 - 1010 

para la (9) :fijado k , resulta 108,9 arctg (x2 -1) <k para 1 <x<14, 
con á positivo arbitrario si k > 1910 + , con 3 =.| 1+tg10% -1 ,si 
k < logro ES 5 


para la (10) : fijado € > 0 , resulta logro 7 < 1og,y arctg (x? -1)< 


-6 
< logo $ +€ apenas sea |x| > 3 con 3 =| 1918-10 de 


5 - Demostrar que no existen los límites 
ci , 
(1) zi cos Xx (2) a sen ; 
demostrar que resultan 


(3) lim (x+senx)=+w (4) lim x sen 2=0 
x—+0 x—0 x 


Para (1), (2) realícese un razonamiento análogo al hecho en "Lecciones", Cap. 
VI, n% 1, ejemplo 49), 
Respecto de la (3) obsérvese que x+senx >x-1 y que entonces resultará 


x+senx >k apenas sea x >k+1 .. Para la (4) basta señalar que |x sen 2|g 


< |x|  yentonces ... 
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6 - Ilústrese geométricamente el significado de las fórmulas: 


pon fx)=1 , LN fx)=+0 , pon fe)=-0, 
im fx)=1 , Jm f)=+0 , im, fx)=-0 , 


y de las análogas con los límites para X=X, ; 
xx + ,» X-=--00 X>+0., 


Consideremos, como ejemplo, la nl Lir sN f(x) =1 , donde x, es punto de acu 
mulación del conjunto E en el que está definida la función f(x). 

En el plano cartesiano xy indíquese el punto P(x¿,1) y, fijado arbitraria — 
mente un número £ > 0 , trácense las dos rectas y=1-€ , y-=l+e que 
delimitan cierta faja S . Nada se dice sobre si P pertenece al diagrama de la 
función puesto que puede no pertenecer al mismo, sea porque la función no está de 
finida en x¿ como porque, aún estando allí definida, no sea f(x,)=1 

La relación de límite en consideración expresa que, una vez fijada la faja S, 
es posible construir sobre el eje x unintervalo (x, - So. EG $ ) de cen 
tro Xo tal que, en correspondencia a cada uno de los infinitos puntos x de E 
interiores de tal intervalo y distintos de x, , se obtienen puntos del diagrama si 
tuados todos en el interior dela faja S (es decir todos interiores al rectángulo 


rayado en la figura 31). 
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Entonces, puede decirse que a cada faja horizontal 5 que contenga P en 
su interior se le puede asociar una faja vertical S' (que también contiene a P 
como punto interior) de manera tal que todos los puntos del gráfico que son inte — 
riores a la faja S' (y no situados sobre la recta x= xo) caen dentro de la fa- 


ja S 


7 - Dado un polinomio de grado n>1 ,de una variable x ; 


p0=2 +0 90, 48, Xx +8 at, 
demostrar que se tiene 


=+0w siay¿> 0 =4+0 si n es par y a,>0 ,y 
si n es impar y a¿< 0; 


lim pe)g. , lim p() 

EE: A 50 =- si nes parya¿<0 ,y 
=-w sia¿<0 si n es impar y ay> 0; 

Escríbase 


=P y E 
PO) 20 (09 + He 


y obsérvese que las funciones tienden a cero para x—te, 


de modo que (véase "Lecciones", Cap. VI, n* 4) la expresión entre paréntesis tie 


ne como límite am - Entonces p(x) se presenta cómo producto de una función 


que tiene el límite finito 2,20 yotra, x” , para la que se tiene qui = 


=+0 si n es par 


=+0 , lim | ; de aquí sigue la tesis. 


e =-0w si n esimpar 


8 - Dada una función racional de una variable x 


aa a + +8 
O a IO SO 
by oy eb Xy abyiO), 


demostrar que se tiene 


GE 
jimf0)=0 ,sim<n ; Jim, 100 = 52 si m=n 
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mientras que en el caso m >n resulta 


de : =+0 si ab, >0 
Par e) JA 


=-0 si ayb, <0 
=+0 si m-n espary aygkh >0 , otambién 
lim f(x) si m-n esimpary agby<0 ; 
ed =-0 si m-n espary ayby<0 , otambién 
si m-n es impar y 27D, >0 
Escríbase 
2 tm 
209 en A + het 
boriL,... + 4 
x x 


y razónese como en el ejercicio precedente. 
2, 
La fracción aquí escrita tiene como límite e , Mientras el otro factor 
o 
x= tiende a cero si.m <n- , vale siempre 1 si m=n ,tiendea +0 


(en valor absoluto)si m >n . 


_9 - Teniendo en cuenta los teoremas de "Lecciones", Cap. VI, n%4 


calcular los siguientes límites: 


x 
o 
(1) um, pa 1% Lo A , 
eS 
Mm me” , 6) Jam. [loga?-1) -10g 62-x+1) ] 


Se encuentra, para los tres primeros casos: 


() lim = Lim (rel + fx) =+0 ¿ 
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En los casos restantes, aprovechando el resultado del ej. anterior,se encuentra 


ES ye 
mm e eat, 


21) -10g (+2 = xl log L= 
(6) Lim [ 10g (:"-1) - 1og (x -x+1)] - Lim, log - Pr log 1 =0 


10 - Demostrar que resulta 
Pes = 
e (E cotg x) = 0 


La función que estamos consi derando es impar; bastará por lo tanto demostrar 


E 


que el límite es nulo para x—0+ . Podemos suponer 0 <x < Z +se tie= 
1 
ne, en este caso, senx <x <tgx y, en consecuencia, Fenx > Á >Cotgx, , 
o sea 
PO ES 
Per cotgx > E cotgx > 0 (1) 
2 
25n < sen $ 
Pero ez -cotgx= AP = = tiende a ce- 
ñ 2008 sen ni cos 4 


ro y de aquí sigue que el término central de la desigualdad (1) tiende a cero. 


11 - Teniendo en cuenta la conocida fórmula 


cular los siguientes límites: 


tg x sen Ax 
Os O Lim sa px , 
A sen 2x x2 
3) 1 e E 
2 uy” 4) im 1-cos ax E 
5) li tgx A 2 
€ A 1l-cogx  ” (6) E 2 cotE 22 00], 
(7) lim i - cos? Xx (8) lim 1-cosx+senx 
X—0Ú0 Xx Ssenx cos Xx x—0 1-cosx-senx 


Se encuentra, respectivamente 


A Ex senx y 
a) PES) xXx SS al Xx C0s Xx 
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5 sen ax a sen ax Bx a 
O A 
ol DE sen px Xin 13 ax sen px ) ¡Bus 
(8) lim SEL - lim (20082x)=2 
CS tex A ) , 
2 a V 
«) 11m —E— = tim [2 [—— -=, 
x—0 1-cosax x—0| au sen GX a 
x 
tgx 2 1 
(5) lim —“£X— - lim > =+0 A 
x—0+ 1-cosx  x—0+ cos X sen 
2 
2x COS Xx 
(6) Lim (2 cotg 2x - cotg x)= li A E 
Om : pe pe x—0 ( COS Xx sen Xx senx 
És -senx _ 
FR "cos x D X 
1 - cos? 2 
(1) lim costx__ mn (L-cos x) (1+cos x+cos Ea 
X—0 xX5senx cos x x—0 X sen X Cos x 
x 
a [E bota . 1+c08 xtcos? x EN 
x— 2 y E 
> cosÉ cos x 2 
sen Á +c0s L 
6) Lim EPPESeDZ - 15m - — 2-1 
x COS x-sen x 2=0 sen + -0os + 


12 E Verificar que, cuando n crece indefinidamente, el perí- 
metro de un polígono regular de n lados inscripto o circuns 
cripto en una circunferencia dada, tiende a la longitud de di- 
cha circunferencia, Análogamente el área de tal polígono tien 
de al área del círculo delimitado por la circunferencia, 
Llamando r al radio de la circunferencia, se ve inmediatamente que el polígo- 
noregular de n lados inscripto en la misma tiene lados iguales a 25 sen E 5 
apotema igual a r cos E , de donde el perímetro será 2nrsen E y el área 


nr2cos E sen, 
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En cambio, para el circunscripto se tiene lado iguala 2rtg AS , Apotema r 
eS 2 L 
y, por lo tanto, perímetro 2nrtg— ,Áárea nr > E 
n 


Se trata entonces de verificar que 


-ñi XL. 
Jim 2nrsen—= Jim 2nrtg=2xr , 
lim nr? cos L son LL - lim nr? ig L- nr? . 
n—00 n n  n—w n 
Escribiendo 
a «h 
2nrsen-=2% 5 17 FA 2nrtg —=2Xr Ea pa 
Tm n 
14 al 
sen — tg L 
n 
nr? cos L son L-= xr? cos L — E nrtg L - gr? 7 , 
m EY 
y observando que 
sen E ez t 
n senx gx 
lim —-=1 = E 
lim, x Jin = (sobre G) , Ho, 7 2 E (sobre G) 
n me 
sn n Y 
donde G es el conjunto de los puntos (Mí, > 7 T> , Se llega de in 


mediato a la tesis, 


13- Calcular los siguientes límites, mediante un oportuno 


cambio de la variable x : 


xsena-asenx 


1 arcsen x 
(1) Je == ó (2) lim Sn , 


6) lim, (cos E - sen $) tex , 9 lim TENES 
2 xa cos x (cos —7- sen 3) 


En la (1), si se pone x=senE  , se obtiene 


lim 2:280% - lim 
x—0 E-0 
La (2) , poniendo x-a=3B , se transforma según se indica a continuación: 


(5 +a) sen a-asen (5 +a) 
ESTER REIDESE 


= es (sena+sasena L=508É- - acosa 2015 )=sena-acosa 
0 
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Para la (3) conviene poner Z -x=E con lo que el límite buscado resulta 


Jim [ cos (L- E) -sen(L-5)] cotgB = 


Procediendo de igual forma se encuentra que el límite (4) es igual a El 
14- Con oportunos cambios de la variable x y teniendo en 


x 
cuenta que os ar) =e* , demostrar que se tiene 


1087, (1 +x) 
(1) Li —— A =logge , 2) Lim 


2 - 10g, a ; 


x 


0 si 0<a<1 
(3) lim MA do 
x—0 Xx 


4) lim a-1YlLdaa=1 
x-+0 xo 


a Xx_ 
(5) Lim, (cos 7) =1. 


El límite (1) se calcula pon iendo x= + y escribiendo, en consecuencia, 
a, E log, +1 =108, lim (Lo =108, e 
x—0 x Eo “2 E a po E a 
Para la (2) , poniendo a*-1=E yteniendo en cuenta la (1) , se obtiene 


7 
y 52 Y in” Te 
Para la (3) obsérvese, ante todo que 
dia” e ax y log (1 +x) 
un A lg a+ 3 m Xx 


de donde, por la (1) con a= eZ se tendrá 
(A+ -1 Me 
EA A 
pi x x0 log (1 + y 
Ahora, poniendo enel 22 miembro (1+x)" -1=B. , se ve que el límite en con 
» 
sideración puede expresarse como sigue 
lim 5 = lim 7 5 
E-0 108 (+8) E>0 log (1+5) 


de donde, teniendo todavía en cuenta la (1) , queda demostrada la (3) 


en 
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2 
1 


Para la (4) póngase x"=E  ;parala (5) escríbase cos +- 1- 


etc. 


15 - INFINITESIMOS E INFINITOS (ver"Lecciones", Cap. VI, 
Ro 0) 


Demostrar que para x—=«. las dos funciones 
a 2x-1 pe 
sen =- (con a A 0) Z V == y 2 
son infinitésimos del primer orden (respecto del infinitési — 
mo principal += Me 


Es necesario probar que los dos límites 


2x-1 
x( y += [2 
son finitos y positivos . Con simples artificios análogos a los del ejercicio prece— 
1 
ls 
2/2 
16- Démostrar que para x—1 la función 


Yer - Ya -x . (a> 1) 


es un infinitésimo del primer orden (respecto del infinitési— 


lim 
0 


2 
x sen + 
x— E 


lim 
x—0 


dente se encuentra que tales límites valen | a ,respectivamente. 


mo principal x-1) y que para ti la función 

3 sen? x + senx -4 
es un infinitésimo del 2% orden (respecto del infinitésimo 
principal x- ES) z 


Es necesario hacer ver que los dos límites 


Var - Vax 1 3 sen? x + senx -4 
7 ZA TR 


2 E s£ y? 
x— [2 
> (x 2 ) 
existen finitos y positivos, En efecto; tales límites valen A y + res 
2Ya-1 > 
pectivamente. / Para el segundo póngase ES - x=B y obsérvese que 
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|3cos2g +c088 -4 | =(1-cosE M4+3c08E ) ,ete. 7 
17'- Demostrar que para x—1 la función 


lx 
te 2 
es un infinito de 1% orden (respecto del infinito principal 


Li) y que para —+ la función 


1 
57 3 
1-sen? x 
es un infinito de orden En (respecto del infinito principal 
1 
Fee Al 
EE 


Se tiene, en efecto, 


2 E il : 
== lim = . 
dd 3 
z x-3 4 1- sen$ x 


ES Tx 
smpeoea 


18 - Demostrar que para x—0 las dos funciones 


2 


2x2 +3 x senx + cos x A 3x - 2 x cos x + sen x, 


son infinitos del mismo orden. Determinar el orden de infini- 
to (común), respecto del infinito principal x . 

Resultan de inmediato 

2 
2x"+3xsenx+c0s Xx 


lim 
x—00 


2 
3x2 -2x cos x +senx a 
y el orden de infinito igual a 2 , 


19 - Demostrar que para x—+0 *la función 


1 
ye 
=- e 
2 0.8 
es un infinito de orden E (respecto del infinito principalx). 


Se tiene, en efecto, 


lim 
x—+00 


para probarlo póngase z -arctgx=E  ,etc, etc. 


20 - MAXIMO Y MINIMO LIMITE DE UNA FUNCION 

Si f(x) esuna función definida en un conjunto E y E (finitoo infinito) es 
un punto de acumulación de E , sabemos que no siempre existe el a fx) 
Sin embargo, como en el caso de las sucesiones (cfr. Cap. V, ej. 17) es posible, 
en todos los casos definir un mínimo límite y un máximo límite que 
resultan coincidentes con el límite, en el caso en que éste exista. 

Definamos el mínimo límite de f(x) en el punto E  ,queindica— 
remos con men Tia f(x) (o también IN de 

Para todo É£ > 0 llamemos 1I¿ alentorno del punto 8 así definido : 
[-0,-8) si E=-o; (B-F . 5+<$) sl E esfinito; (8+0] 
si E =+0 ,eindiquemos con Eg al conjunto de los puntos comunes a E e 
Ig ,privado. (si lo contuviera) del punto 3 

Obsérvese que creciendo Í el entorno Ig queda restringido y, por ende , 
también el conjunto E (osea que si $5 >85€e conjunto Eg' está conteni— 
doen Eg ). 

Consideremos el extremo inferior (finito o -« )de f(x) en Eg , indicán 
dolo con A (3) . Dos casos son posibles; o para todo $ resulta siempre 
MS)=-00 ,oexisteunvalor $, paraelque A(3¿) es finito. En el pri 
mer caso pondremos oia f(x) = - 00 . Enel segundo caso, una vez obser 
vado que A (3) se mantendrá finito para $ > $, y resultará unafunción no 
decreciente de $  , pondremos min ja fx)= lim A (5) ¿Éinito o 

E $-+0 


+00 / . Podemos reunir los dos casos escribiendo 
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< 
min Im 10) = Jim, Lie te) ] (1) 
con la convención que, si resulta siempre E f(x) = -00 se debe interpretar que 
también el límite indicado vale - 00 . 

Análogamente se define el máximo límite de f(x) en el punto E, 
que representaremos con mar. ES fe) Lo también PR 1007, mediante 
la 

pio pa lg Ts » 


conviniendo que si resulta siempre sup f(x) =+00 , también debe el límite indi- 
$ 


cado interpretarse como +00 . 
El mínimo límite puede ser finito, +0% o -0 ;lomismo para el máximo lí 
mite. Si se tiene en cuenta que de (1) y (2) sigue, obviamente, 
Lol to) < o SE 1() (3) 
resultan posibles solamente los seis casos mencionados en Cap. V, ej. 17. 
Valen tres teoremas análogos a los ya vistos en el caso de las sucesiones, Pre- 
cisamente, poniendo 
mija lim fx)= A E asia f()=A 


se tiene: 


1 - Suponiendo A f-0 y fijado arbitrariamente un número 
h <A ,sise hace tender x a E la f(x) resultará definitiva 
mente mayor que h (es decir que existe un entorno Ig de 13 
tal que, para todos los x del correspondiente Eg resulta 
1) >h ). 

Suponiendo A f+0 y fijado arbitrariamente un número k > 
>h%h ,cuando x tiende a E la f(x) no resulta definitiva — 


mente mayor o igual a k (es decir, fijado arbitrariamente 
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un entorno Iz de E  , enel correspondiente Es ,existe por 
lo menos un punto x en el que resulta f(x)<k ). 

Dem. Si Az -0 ,fijado h <A ,dela (1) sigue que existe un $ tal 
de tenerse a £(x) > h ; de aquí y del hecho que en Eg resulta siempre 
100) > ipf f(x) , sigue f(x) >h paratodo x de Eg 

si A ¿f+0 , fijado k >A ,de (1) sigue que existe un 3, tal que pa 
ratodo $ > 8, resulta ip f(x) < k ; sigue, por una conocida propiedad del 
extremo inferior que en cada Eg ,con $ > 3, existe por lo menos un pun- 
to x para elque resulta f(x) <k , lo que equivale evidentemente a la tesis, 
IU -Suponiendo A f+00 y fijado arbitrariamente un número 
k>A,si x tiendea E la f(x) resulta definitivamente me 
nor que k 

Suponiendo A f-o y fijado arbitrariamente un númeroh<A, 
cuando x tiende a E la f(x) no resulta definitivamente me- 
nor o igual que h 

La demostración es análoga a la precedente y la dejamos para el lector. 

Estos dos teoremas expresan propiedades características del míni 
mo y del máximo límite, como es fácil convencerse. 
IT -Condición necesaria y suficiente para que sea a 
peli 1) =9 (finitoo 2 0 )es que resulte ES L() = g 
Dem. Si el mínimo y el máximo límite son iguales a Q ,losteoremas ly u 
aseguran que, fijados arbitrariamente h y k ,con h<gp9 < E cuando 
x tiendaa E resultará definitivamente h < f(x) <k , loque significa, pre 
cisamente, que e tx) = g. 


Viceversa, si PE f(x) = y se ve inmediatamente, en base a la definición de 
x— 


O si Q = 0 fijaremos solamente k-;si Q=+00 solamente h 
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límite, que g goza de las propiedades características expresadas por los teo— 


remas 1 y II ,de modo que el mínimo y el máximo límite resultan ambos iguales 


mos 

21-Demostrar que resultan 

(1) mai senx=-1 % mac lia, senx=1 $ 
(2) min lim tg x=-0 A max lim tg x=+0 


Nos limitaremos a demostrar la segunda de las (1) . En base al teor. II y po - 
niendo h=1-€, k=1+€ (con £ > 0 arbitrario)jes necesario probar que para 
x—+0 resulta definitivamente 

senx <1+€ (3) 

mientras no resulta definitivamente 
senx£l-€ . (4) 
Y, en efecto, la (3) es cierta para cualquier x  .Observando después que pa- 


ra x= SS (con k entero 7 0 )resulta senx= 


, Be ve que la (4) 


no puede ser definitivamente satisfecha, 
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CAPITULO VII 
Funciones contínuas de una. variable 


1 - Demostrar directamente la continuidad de las funciones e 
lementales 

1, 2% , loggX , senx ,cCosx , Ígx , cotgx , arcsenX , 
arccosx , arctgx o 

Nos limitaremos a desarrollar las demostraciones para lás funciones x% (su- 
poniendo «a número real no nulo y x >0 ), senx , arcsenx , dejando 
para el lector el estudio de los otros casos. 

Para probar la continuidad de x% en las condiciones mencionadas es necesa- 
rio hacer ver que, designando con 4x un incremento de x talde tenerse x+ 
+ Ax >0 , resulta 

ya ne 
o sea que, dado € > 0 , se puede determinar un -3 tal que para |Ax|<8 
resulte 
xi € <m+r Ax) <x%+ € 


Esta desigualdad, suponiendo £ <x* ,equivalea la 


1 1 

0 -Eja -x<ox <a + eja -x (si a > 0) 
1 1 

teja > 0x> + eja -x (sia < 0) 


(*) Tal continuidad fue ya probada en "Lecciones", Cap. VIL, n% 2, de modo indirecto, haciendo 
uso de un teorema general. 
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de modo que la afirmación hecha más arriba resulta cierta con 3 igual al me- 
nor de los dos números | e -e e ==. at ej -x |. 

La continuidad de senx para todo E real equivale a la relación 
Ad im, sen (x+ Ax) = senx , cuya demostración es inmediata apenas se observe 
que | seng+Ax)-senx | = | 2 cos (x + ax, sen az | <a dx 1 ax, 

Demostremos, por último, la continuidad de arcsenx , para todo x de 

[ -1,1 1 , haciendo ver que Liz arcsen (x+ Ax) = arcsenx , o sea que ,da 
do £ > 0 se puede determinar un 3 > 0 talque, para |4x1< 3 re 
sulte 

arcsenx - € <arcsen (x+ Ax) <arcsenx+ E . (1) 

Recordando que la función arcsenx asume solamente valores del intervalo 
[ - Zz > 4 ] , Se ve que la desigualdad de la izquierda se verifica con certeza 
si x=-I ,osisiendo -1<x <1 se hubiera elegido E > < + arcsenx 3 
análogamente para la de la derecha, si x=1 osi, siendo -1gx <1 se hu- 
biera elegido £ > E - arcsenx ,Enlos otros casos la (1) equivale a la 

sen (arcsenx - € )-x <Ax < sen (arcsenx+€)-x 
y entonces la afirmación inicial será cierta con 4Ú igual al menor entre los dos 


números positivos x - sen (aresenx - €) , sen (arcsenx+£)-x 


2 - USO DEL CONCEPTO DE CONTINUIDAD EN EL, CALCULO 
DE LOS LIMITES DE LAS FUNCIONES., 


El problema del cálculo del límite de una función f(x) enun punto x, es de 


0 
resolución inmediata cuando se sepa a priori que la función es continua en el pun— 
to -Xg ;en efecto: en ese easo el límite vale f(x¿) .Enotros casos no se pue— 
de asegurar de inmediato la continuidad (o la no continuidad) de la f(x) enel pun 


to X¿ pues, para x--Xxp , se presenta una de las con ocidas formas indeter— 


minadas; sin embargo en esos casos se logra algunas veces, modificando oportu— 
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namente la expresión de la función, que la forma indeterminada desaparezca y que 
la función se presente como continua en el punto Xp" 

Recordando lo que se dijo en "Lecciones", Cap. VI, n? 3, se puede también de 
cir que, mientras a primera vista el punto x aparece como singular para f(x) 
es en realidad un punto singular «+vitable . Demos algunos ejemplos referen- 
tes a esto. 

Se desea calcular el 


lim (1 -tgx)tg2x 
x-£2 


4 
Evidentemente se presenta en este caso la forma indeterminada 0-00 ; pero 
basta escribir 


(1 -tgx) tg 2x= (1 -tgx) HE 
14g%x 1+tgx 


y observar que esta última función es continua en el punto e para llegar a la 
conclusión de que el límite buscado vale 1 


Otro ejemplo lo proporciona el 


x+1-2Vx 


lim 
x—1 qx -1)? 
que presenta la forma indeterminada z + Modificando la expresión de la fun- 


ción en consideración del siguiente modo 


(-1* EE 
[opero apra]? (yrro? 


se ve la continuidad en el punto x=1 y que el límite buscado vale Tr z 
Para otros ejemplos del mismo tipo véanse los ejercicios sucesivos 3,4,...9., 
3 - Demostrar que resultan 


() Lim, Maa a 
23 x*-16 32 


Nix - V1-x 
o ES 
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2 
V x Xx 3 
1+x ie ad 1 -4 1 
(3) lim =— ; (4) lim =.— ; 
x==0 e 6 64 Y -8 3 
3 
x+7 -2 1 
6 Ea 018 j 


(6) lim LLE2M2 - cotga A (a fkx) a 
xa Cosa -cosx 


() lim EXE a, 


X senx - cos x 


a EN . tk) 
X—2 son? x - sen? a sen2a a 


Para demostrar (1), (2), (3) multiplíquese numerador y denominador por 2 
2 
Vi+x + Vi-x A Vi+x tf , respectivamente y luego sim 
plifíquese. 


Para demostrar (4) y (5) multiplíquese numerador y denominador por 


Aa +4 We + 16) ( Vx +8) y Wen? +2 Nora respectivamente , 
y luego simplifíquese. 

Para demostrar la (5) aplíquense las fórmulas de prostaféresis; para la (7) ex 
présense tgx y cotgx pormedio de cosx y senx ;parala (8) obsér- 
vese que 
sen? x- sen? a = (sen x+sen a) (sen x-sen a) = 

= 25en LA cos aa + 2.c0s 22 sen 252 = sen (x+a) sen (x-a) 


» 


4 - Teniendo en cuenta el ej. 2 y la conocida propiedad 


i sen Xx 1cosx E 
m =1 lim Pu 
E x * x—0 x2 ES 


demostrar que resultan 


() lim EX-tga_ _1 ' SS) : 


A e cos? a 
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2 
x - senx sen? x 
EE ; lim 


Xx x—=0 1008 x 


on + 
5- Estudiar el límite del cociente de dos polinomios P(x),Q(x) 
cuando x tiende a un número a que sea raíz común de los 
dos polinomios dados. 

Si (a es raíz múltiple de orden m para el polinomio P(x) yde orden n 
para el polinomio Q(x) , puede esoribiso 

A A 

donde A (x) , Q,) son polinomios que no se anulan para x= a  . Se tiene, 


entonces, 


LL - m- a Eo 
e Q,%) 
y se deduce inmediatamente que 


Pe) P0) _ Py 
lia =0 (sl ¡lim 20). iom= 
TN A O 


Si m <n es necesario distinguir dos casos: n-m par y n-m impar 


Si n-m es par se ve inmediatamente que 


das 
lim Pé) Qu(a) . 
xa Q) =-w0 si PU) «o 5 
Q,(a) 
Si n-m esimpar, no existe el límite considerado; pero se tiene, en cambio, 
P,(a) P (a) 
=-0 si ——>0 =wsi I— >0 
Q,(a) Q (a) 
un 3 .2m, ES 
a ) Pla) x—a+ Q6) P (a) 
=+00 NN dora 


6 - Un conv y un cilindro circulares rectos tienen la misma 


(*%) Admitimos aquí conocido por el lector el concepto de raíz múltiple de una ecuación algebrai- 
ca y las propiedades relativas (ver "Lecciones", Cap. XVIL, n% 7). 
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base y la misma altura. Calcular el límite de la razón entre 

las superficies totales, al tender a cero el radio de la base, 
Designando con r al radio de la base, con h la altura y con Ss, . S, las 


2 


superficies totales del cono y del cilindro, se tiene 


S.= sr2+ ar 5,-2x52+2 590 5rh 


Xx 2 

y, entonces, 
A rd? erat de pal 
S2 2r +2h r—0 8 2h 2 


7 - Un cono circular recto tiene la misma base y la misma al 
tura que un segmento esférico con una base. Calcular el lfí- 
mite de la razón entre los volúmenes de los dos sólidos , al 
tender a cero la altura. 

Sea r el radio de la esfera a la que pertenece el segmento esférico considera 
doy h la altura del mismo y del cono, El radio de la base resulta ser igual a 
Y 1 er -h) y entonces el volumen del cono es Y - 2 xn? (2r -h) . Recor 
dando además de la geometría elemental que un segmento esférico con una base es 
equivalente a un coho circular recto que tenga como radio de la base la altura del 
segmento y como altura la diferencia entre el triple del radio de la esfera y la al- 
tura del segmento, se deduce que el volumen del segmento esférico es 


1 
van Gr -h) 


Entonces 5 
y. 
ACE lim! Ls 2 
a 3r-h h—0 a 3 
8 - Dada la ecuación de 2% grado axl+bx+c=0 . con ato, 
b20 , determinar el límite de sus raíces 


2-1? - 100 ETA CRY 


2a > 2 2a 
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cuando tiende a cero el coeficiente a 
Observemos, ante todo, que en virtud de la hipótesis b A0 ,lasdos raíces 
X, SON, al tender hacia cero, definitivamente reales y distintas. Podemos 
además suponer a >0 
Si b>0 ,.el numerador de Xx tiende a -2b y el denominador a cero; en 


cambio en xg tanto el numerador como el denominador tienden a cero. Se dedu- 


ce 
jim E » 
(+ Vb? - sac) (o+ 1b? - 4ac) 20 


lim x= lim =lim 


2 
a—0 a=0 a+ /b-4a0) a—0 ps 


Análogamente si b < 0 se encuentra 


lim x=- lim x,=+ . 
a—=0 b A ei 

Se puede entonces decir que una de las raíces tiende a infinito, mientras que la 
otra tiende a la ráiz de la ecuación de primer grado bx+c=0 , ala que se re- 


duce la dada cuando a=0 , 


9 - En el caso del límite de una función ft) para x—1lo0 
también se logra algunas veces eliminar una forma indetermi 
nada por medio de oportunas transformaciones de la función. 
Demuéstrese, por ejemplo, que resultan 


(M) lim, (Vax+b - ax-b)=0 ; a> 0) .; 


Fax b- | d 
A Va - fe 


Ñ yx? » / 2 A BA 
o rl Xx +px +q x“+mx+n) == 2 
10 - Demostrar que la función 


y=1x] + Y x-Tx] 


es continua para todo valor.de x 


> fa>0 , 0>0) 5 
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Basta hacerlo ver en los puntos de abscisa entera n 
Por una parte es f(n)=n+ ¡fn-n =n , Por otra parte resultan 
lim =n-1+ V E ES S 
RA y n A pe La. y=n+ 0 =n 


y por lo tanto existe finito el ¿im f(x) = n=f(n) , lo que prueba la continuidad 


mencionada. 


11 - Estudiar los puntos singulares de las siguientes funcio- 


nes (ver "Lecciones", Cap. VIH, n% 3): 


= en ; 

(1) y = arctg ; 
1 
(2) y. ; 
1+ 08% 

(3) y = sen cotg x 5 
4) == 
(4) y ez 


La (1) tiene x=0 como único punto singular. Se ve inmediatamente que 
La E E 
a 
y, por lo tanto, x=0 es un punto de discontinuidad de 1% especie, Lafunción 
(1) es continua por tramos. 
La (2) tiene los infinitos puntos singulares x= (2k + 1) = , con k entero, 


Todos son puntos de discontinuidad de 1% especie puesto que se tiene 

li . 0 lim = 1 
m ————- ———-= 

(kE 14 0 8xX x— (AA 1 08 
de donde la (2) resulta continua por tramos. 

La (3) tiene los infinitos puntos singulares x=kX ,con k entero, Puesto 

i =- i x==+0 , la función id. 
que E ¡3 cotg x o, ¿0 considerada no tien- 
de a un límite determinado cuando x tiendea kX . Los puntos no son de dis- 


continuidad de 1% especie y la función (3) es generalmente continua, 


La (4) tiene los puntos singulares x= (2k +1) SE (donde el denominador ca- 


| 


145 vH -12 
rece de significado) y los puntos x=kX (donde se anula dicho denominador). Se 


tiene 


x 
lim- y 
xy tex 


=0 


y, por lo tanto, todos los puntos singulares del tipo  (2k +1) + son evitables , 
si se asigna, en ellos, el valor 0 ala función. 
Estudiemos los otros puntos x=kxX distinguiendo los casos k=0 , kZ0, 


Siendo 


lim E, 
HA ez 
también el punto x= 60 es una singularidad eliminable (si damos el valor 1 a 


la función en dicho punto). En cambio, para kz 0 se,tiene 


lim -—£ lim 


=-0 (si k > 0) =+0 (si k > 0) 
x=kx- 8X (+0 (si k<o0) x—kR + El 


=-0 (si k<o0) 
resultando los x=kxe (kX0) , puntos de infinito, La (4) es generalmente con 


tinua, 


12-Estudiar los puntos singulares de-las siguientes funcio 


nes: 
a a ; 
Xx 
1+e 
1) y —=Ñ á 
1+0% 
+ 
(5 y= 1 S 
14 Y 
“ y=-—_ 
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La (1) tiene el punto singular x=0 que es un punto de discontinuidad de 1? 
especie, ya que en él el límite a la izquierda vale 1 yel de la derecha vale 0. 
La (1) es continua por tramos. 

La (2) tiene el punto singular x=0 y se obtiene sin dificultad que a, y=0; 
se trata, entonces, de una singularidad eliminable (dándole allí a la función el va- 
lor 0 ). La (2) es continua para todos los x 

La (3) tiene los puntos singulares x=0 , x=1 ,Setiene A y +00, 
Jim, y =-00 ,yentonces x=0 es un punto de infinito. Se tiene, en cambio, 
A Lim y=0 y entonces el punto singular x=1 puede ser eliminado poniendo 
enél y=0 . La (3) es generalmente continua, 


La (4) tiene los puntos singulares x=0 , x= log, 3 .Seve fácilmente 


que 
A A lim y = 0 ; 
x—0- 2 x—0+ 
lim y=-w , lim y2>P +0, 
x-=log, 3- x-—l0gy 3+ 


y entonces x=0 es un punto de discontinuidad de 1% especie, x= log, 3 es 


un punto de infinito, La (4) es generalmente continua. 


13 - Estudiar los puntos singulares de las siguientes fun — 


ciones 3 
gx _ 
a) y. qn Y 
ex y1 
e y =esenx a 
(8) y =x sen A 
sen 


La (1) tiene los infinitos puntos singulares x= (2k + 1)É y en cada uno de ellos 


tiene el límite a la izquierda igual a 1 yel de la derecha iguala -1 ; todos 
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son puntos de discontinuidad de 1% especie y la función es continua por tramos. 
La (2) tiene los infinitos puntos singulares x=kxX y teniéndose 
=0 si k es par =+00 si k es par 


lim y en lim y 
xk -"(-+0 si k es impar x—ka + =0 


si k es impar 
tales puntos son todos puntos de infinito y la (2) es una función generalmente con- 
tinua, 

La (3) tiene los puntos singulares x=0 , x= == (k entero no nulo). E 


primero es eliminable puesto que lim y 70 ;1los otros son de discontinuidad 
x— 


de 2% especie puesto que no existe el lim y . La (3) no es generalmente 
1 


=— 


kx 


continua porque en cada contorno de x= 0 caen infinitos puntos singulares, 


14 - Estudiar los puntos singulares de las funciones 


ál 
(0 y = (2 sen? x)008 2x e 

dis 
(2 y = (2 - cos 2000 X 

La (1) tiene los infinitos puntos singulares (2k + 1) 5 (en los que se anula 
cos 2x ). Obsérvese que 
a a 
lim _y= lim _ (1-cos 208% - lim a—— y 

x—(2k+1) E 0) xy E Sr 


por lo que, poniendo 


= E se ve que el límite en estudio resulta igual a' 
cos 2x 


(cfr, "Lecciones", Cap, VI, n? 5) 
15 ES 
im as Ly <0* 
E-w 5 
Se deduce, entonces, que los citados puntos son todos eliminables, si se da en e' 


llos el valor 2 a la función. 
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La (2) tiene los infinitos puntos singulares x=k%f  , Puesto que resulta 


di senx 
2 ,SenX 2 sen?x 
lim y= iim (1+2sen"x) = lim (1+—) = 
xk xk xk x—kn Z 
sen?x 
lim senx 
5 0 
= [rm ar 2) Je = (0?) =1 a 
E-—0 5 


se deduce que, también en este caso, todos los puntos singulares son eliminables 


(si damos en ellos el valor 1 ala función). 


15 - Teniendo presente que todo número racional puede re— 
presentarse en un y solamente en un modo mediante una frac 
ción 2 , con p, q enteros primos entre si y q >0 , consi 


dérese la función así definida 


0 si x esirracional 


£(x) 
=l 8 x esracional=2  ., 
qa q 


Demostrar que tal f(x) es discontinua en todo punto x  ra-= 
cional y es continua en todo punto x irracional. 


Sea x, un punto fijado, racional o irracional. Dado, además, arbitrariamen— 


0 


te un entero positivo n , consideremos todos los números del tipo e % =ni 4 


pS (siempre con numerador y denominador primos entre sí). Entre los nú 
1 


Obi 
z p. . 
meros + sea 2 el mayor entre los que son menores que > = el 
menor entre los que son mayores que 7] ; entre los números A Ñ sea 
, "” 
Pp. 
E el mayor entre los menores que xo > 2 el menor entre los mayores 
1 
n 


que Xp ;yasí sucesivamente hasta definir como el mayor entre los nú— 


. al 


ER que son < xo y >= el menor entre los > x, A 
. " 

Pp yP, 

Indiquemos después con E al mayor entre los números + 3 + PO 
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" 
Y Pp: P. 
sr Pn y con r' al menor entre los números — r E A —. 
n n 1 2 n 
Resulta claro así que el intervalo abierto al S a] contiene a Xy yque log 


números racionales Ar que caen en él (con la eventual excepción de Xo ) tie 
nen todos denominador q mayorque n . 

Dicho lo cual, dado € > 0 elijamos n tal que resulte n > + y cons- 
truyamos el correspondiente entorno a z Ty) de Xp + Entre los puntos x 
de tal entorno, distintos de xo > existen infinitos que tienen abscisa racional 
e (para los que siempre es q >n )e infinitos que tienen abscisa i 
rracional, En cada uno de los puntos del primer tipo se tiene f(x) = + < t < 


< € ¡enlos del segundo será f(x)=0 . Entonces en todo punto x del en— 


torno e % ro) de x(¿ setiene 0<f(x) < e loque prueba que 
di fe) =0 . 
Como, por otra parte, si xo = + se tiene 1) es i- 


rracional se tiene £xp) =0 , resulta que la función considerada es discontinua 


en los puntos racionales y continua en los irracionales. 


16 - Estudiar las funcione: definidas por las formulas 


Mm 106) = lim (List, 
n—-o 2 
= 
1x0 
2, = lim —— . 
( ) 86) nD-w 1 +x? 
Para la (1) obsérvese que 0 s 11508x < 1 , valiendo el signo = dela 


derecha solamente si x=2kx  (k entero). Sigue, inmediatamente, 
=0 para xf2kx 
1) 
=1 para x=2kxx , 
y entonces la f(x) presenta los infinitos puntos de discontinuidad x= 2%kx; 


tales puntos son, si se desea, eliminables, 
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n 


Para la (2) comencemos observando que la expresión z —. no tiene senti 
+x = 


do para x=-1 y n impar, por loque la g(x) noestará definida para x= 
=-1 . Se ve después inmediatamente que resulta 


=-1 para x <-1 


1 para -1-<x <1 
g0) 
=0 para x=1 
=-1 para x>1 
Por lo tanto la g(x) tiene los puntos singulares -1 , 1 que son de discon 
tinuidad de 1% especie. Es una función continua por tramos. 
17 - FUNCIONES SEMICONTINUAS Y EXTENSION DEL TEORE 
MA DE WEIERSTRASS. 
En la demostración del teorema de Weierstrass sobre la existencia del mínimo 
y del máximo absoluto de una f(x) continua en un conjunto cerrado y acotado E 
(cfr. "Lecciones", Cap. VI, n% 5) hemos hecho uso de la doble desigualdad 
f(B) - € < fx) <£(5)+€ 
válida en un oportuno entorno de un punto E de continuidad, Debe observase , 
sin embargo, que cuando se prueba la existencia del mínimo absoluto sea- 
provecha solamente la desigualdad 
£(5) - € <f0) (1) 
y cuando se prueba la existencia del máximo absoluto se utiliza solamente 
la 
fx) < £E(EJ+ E. (2). 
Esta observación conduce de modo natural a considerar aquellas funciones pa— 
ra las que vale solamente la (1) y que se llaman semicontinuas inferior- 
mente y aquellas para las que vale solamente la (2) y que se denominan semi 


continuas superiormente, 
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Con más precisión se dirá que la f(x) , definida en un conjunto E , es semi- 
continua inferiormente (superiormente) en un punto xp no aislado de E cuan 
do, fijado arbitrariamente un £ > 0 , se pueda encontrar un entorno I¿ de 
Xo tal que en todos los puntos x pertenecientesa E e Ig resulte f(x) > 

> Lp) - el fx) <fxp) + E ] : 

Una definición perfectamente equivalente es la siguiente: la f(x) es semiconti- 
nua inferiormente (superiormente) en el punto xo cuando se tiene min! Anto) > 

716) [ max lime) < £xp) ] (véase Cap. VI, ej. 20). 

Dejando al lector la fácil demostración de la equivalencia de las dos definiciones, 
agreguemos que se dirá que la f(x) es semicontinua inferiormente Lo superior- 
mente_7 en un conjunto E cuando lo es en todo punto no aislado de E. 

Es además evidente que si en Xo la f(x) es simultáneamente semicontinua in 
feriormente y superiormente, será continua en Xp - 

De todo lo que precede podemos deducir sin más el siguiente teorema que extien 
de el de Weierstrass (y que se demuestra del mismo modo): 

Si una función f(x) es semicontinua inferiormente (superiormente) en un con — 
junto E cerrado y acotado, admitirá en E mínimo absoluto (máximo absoluto). 

Pruebe el lector que la función y=[x] es semicontinua superiormente , que 


la y=x-[x] es semicontinua inferiormente y que la función de Dirichlet 


[ f(x)=0 si x esracional,' =1 si x esirracional ] es semicontinua in 
feriormente en los puntos racionales, semicontinua superiormente en los puntos i- 


rracionales. 


18 - Hágase ver que la función — continua en (0,1 ] no es 


en dicho intervalo uniformemente continua (véase "Lecciones",Cap. 


2 


VI, n? 5). Lo mismo para la función x? en [0,+0 ] 


vu-19 152 
Consideremos la función f(x) = + que es continua en (0, 1] (conjunto a- 
cotado, pero no cerrado). Tomando en tal intervalo dos puntos Xx , x',con 


xi=x+3 ,0 > 0 setiene 


E 0 A A 
| 100) 100) | xx +8 x+5) 


y la condición 


| 10) -£tx) | <e (m 

equivale ala (1- €x)5 < ex? . Suponiendo £ < 1 setiene 1- £x> 
2 

> 0 yporlotanto la (1) queda satisfecha si y sólo si 3 < A . Se 


tendría la continuidad uniforme siempre que se lograse encontrar un U positi- 


yo que resulte menor o igual que todos los valores asumidos por cuando Xx 


1-ex 2 
lim 2-0 
x-—0+1- Ex 2 
ra los que 
1="Ex 


varía en (0,1] ; pero esto no es posible puesto que, teniéndose 


de cualquier modo que se fije 0>0 existirán x en (0,1] pa: 
vale menos que 0” 


Consideremos ahora la función f(x) = x2 


que es continua en [ 0, +0 ] (con 
junto cerrado; pero no acotado ).Procediendo como antes, la (1) equivale a 


hora ala (x+6 ? -x?2 <e que se verificará si y sólo si $ < Ve, 


o] 


+€ -x)=0 de cualquier modo que se fije Y > 0 existi- 


Como lim ( 
x>+0 
rán x paralos que resulta Ñ + E -x < ( y entonces no será posible en 
contrar un 0 > 0 que sea menor o igual que todos los valores asumidos por 
1 x?2 +€ -x cuando x varía en [ 0, + 00 ] . Tampoco en este caso se tie 


ne continuidad uniforme. 


19 - ESTUDIO DE ALGUNAS ECUACIONES FUNCIONALES 

Determinar todas las funciones f(x) continuas en [-00, +00] 
que gozan de la siguiente propiedad: cualesquiera sean los 
valores x , x' de la variable, se tiene siempre 


Lbc+x") =£(x) +£00) a 


NW 
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De la (1) , aplicada repetidamente, seguirá que para todo entero positivo n , 

fijados arbitrariamente n valores Xp a de la variable, se tie- 
ne 

1%, +Xg +... +Xp) = 1(x,) +1) +... +£(%,) " (2) 


Advertidos de esto pongamos en la (1) x'=0 , x'=0 ;seobtiene f(0) = 


=2f(0) , osea f(0)=0 . Poniendo luego en la (2) Xx E 1,se 


obtiene f(n)=nf(1) y poniendo en la (1) x=n , x'=-n sededuce f(0) = 
= f(n) +f(-n) de donde, teniendo en cuenta los resultados precedentes se deduce 
£(-a) = nf(1) 
Podemos entonces decir que si m es unnúmero entero arbitrario (po= 
sitivo, negativo o nulo) se tiene ciertamente 
fm) = míf(b)  . (3) 
Considerando ahora cualquier número racional = (m, nenteros; n > 0), si 


se pone en la (2) x,=X,=X,=. =x =L , se obtiene fm)=n1(2L ), 
La e n n 


de donde por la (3) 
IN) 

Poniendo f(1)=c llegaremos a este resultado: para todo número racional x 
resulta necesariamente, nada más que como consecuencia de la (1) Le Sin apelar 
a la continuidad de la f(x) 7 : 

f(x) = cx . (4) 

Consideremos ahora cualquier número irracional E  . Por la continuidad de 
f(x) se tendrá pa f(x) =f(E) , entendiendo que el pasaje al límite se reali- 
za sobre el conjunto de todos los números reales. Limitándonos a hacer variar x 
en el conjunto E de los números racionales se obtiene, por un conocido teore - 
ma, Aa f(x) (sobre E ) = f(5) 


Pero si x es racional vale la (4) y entonces la relación precedente toma la 
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forma pea cx (sobre E) =f(8) , vale decir, cE =f(8) . La (4) va 
le, entonces, no sólo para los x racionales, sino para todos los números rea - 
les, por lo que se Bonsiaye que las funciones buscadas son todas y solamente a — 
quellas dadas por la fórmula f(x)=cx , donde c esuna constante para la que 


() 


se puede fijar cualquier valor a 


20 - Determinar todas las funciones f(x) continuas en [- 0, 
+0] que verifican la ecuación funcional 
fc +x1) = £(x) - £(x1) Ñ (1) 
Si en un punto x' resultase f(x')=0 dela (1) sigue que la f(x) será i- 
dénticamente nula, Prescindiendo de esta solución banal busquemos aquellas otras 
que no se anulan jamás, Por comenzar, se ve inmediatamente que al solución de 
be necesariamente ser positiva; en efecto, si enla (1) se escribe = en lugar 
de x yde x! seobtiene f(x) = [ «£,] 50 
Podemos entonces considerar el logaritmo de f(x) . Poniendo logf(x)=g(x) , 
también g(x) será una función continua en [ -«w,+0 ] ydela (1) sigue, 
obviamente, —g(x + x!) = g(x) + g(x') . Por el ejercicio precedente se tendrá, en- 
tonces, necesariamente g(x)=cx y, por lo tanto, f(x) = o , con ce cons 


tante arbitraria, 


21 - Determinar todas las funciones f(x) continuas en [ -0, 
+00 ] , excluido a lo sumo el punto x=0 ,que verifican la e 


cuación funcional 


f(x x") — £(x) +£(x1) : (1) 


(*) Sin la condición de la continuidad pierden valor las consideraciones realizadas tras haber ob 
tenido la (4) . Se demuestra que, en ese caso, la (1) tiene otras soluciones distintas de la e x 
(que verificarán la (4) sólo en los puntos racionales). 
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Sila f(x) estuviese definida en el origen, de la (1) escrita para x'=0 re- 
sultaría £f(0) =f(x) +£(0) , osea f(x)=0 ;la única solución posible sería la 
función idénticamente nula, 

Prescindiendo de este caso busquemos las soluciones f(x) para las que el pun 
to x=0 es un punto singular. Sienla (1) sepone x = x! = 1  seobtiene 
f(1)=2f(1) , osea, f(1)=0 ;sise pone x=x'=-1 se obtiene f(1) =2 f(-1) 
y, por ende, f(-1)=0. . Por último, si se pone x'=-1 , se obtiene f(-x) = 
= f(x) +f(-1) osea f(-x)=f(x) , loque nos dice que toda solución de la (1) es 
necesariamente una función par , 

Podemos entonces limitarnos a considérar valores positivos de la variable x , 
lo que nos permite ponder logx== E , logx'= E' ;conellola (1) se trans 
forma así: f(e dd 5, - fe? + £fe5') , O también, introduciendo la función con 
tínua 8(5)=1(e*) 

8(5+ 8) =8(5)+8(5") 

Por el ej, 19 es necesariamente g(E)=c8E y, entonces, £(0? )=0E ,va 
le decir, f(x) =c logx (para x > 0) . 

Teniendo después en cuenta que la función debe ser par, se concluye que la fór- 
mula f(x)=clog |x| ,con e constante arbitraria, proporciona todas (y so 


lamente) las funciones buscadas. 
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CAPITULO VIII 
Primeras nociones de cálculo diferencial 
para las funciones de una varlable 


1- DEFINICION DE DERIVADA Y REGLAS DE DERIVACION (ver 
"Lecciones!! Cap. VIII, n% 1, 4, 5, 6, 7, 8) 


Calcular, mediante la aplicación directa de la definición, 


las derivadas ya conocidas de las siguientes funciones: 


t > V x , xXx (>0 , a númeroreal) 
cotgx , Pa (a>0 , afl) , senhx , coshx , 
tghx , cotghx ,arcsenx , arctgx 


Se tiene 


Ax 
a a le) -1 
Dx - lim £14D_-% - timx E ; 
Ax—0 A Ax—0 Az 


de aquí, poniendo e = E y teniendo en cuenta el ej. 14 del Cap. VI: 


-] us -] 
A A 


50 5 
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008 (Xx + AX) _ 208 x 
cotg (X+ Ax) - cotgx_ Li sen (x+ AX) senx _ 


ás = Limo Ax ax Ax 

= lim -sen_ AX 2 Him E . SenAX 

F ” AX 

AX0 senxsen(x+ Ax) ax  24X*0 genx sen (x+ Ax) 
= e z , (XAkKx , kentero) ; 
sen?x 
X+ Ax Ax 
Da* = lim a lim AX -2 Ll. 
AxX—=0 Ax Ax—0 AX 


= (ver ej. 14 del Cap. VI) =% loga ; 


Lx ax 
senh (x + Ax) - senhx _ 2 cosh (x + 5] ) senh > 


Dsenhx= lim lim = 
Ax=0 AX Ax40 AX 
senh 4% 
= lim cosh (c+ 2% EE = cosh x e a 
Ax-=0 2 Ax 
2 
arcsen (x+ Ax) - arcsen Xx eS) 
Darcsenx= lim A A (ver ej. 10 del Cap. III) = 
Ax—0 Ax 
- lim Wrcsen [c+ ax) V1 -x2 ax Vir ax] 
Ax—0 AX 


= lim — arcsen EAS = 


Ax-=0 AX + ax) Y 1-32 +x 1/1 - («+ ax)? 
drósen (x+05x) Ax e 
E + Ax) Y ix? +x Vi-r ax? e 

Aíto TAR ra lia rar 


+ Ax) Y 122 +x v 1-(x+ Ax)? 


(*) Aquí se ha tenido en cuenta que _Lim, 
citado ej. 14 del Cap. VL. 


sema = li ,como resulta del 


(**) Ya se supone | Ax | suficientemente pequeño de modo que resulte | arcsen(x+ Ax) - 
-aresenx | < + : Téngase después en cuenta que — lim ES =1 (ej. 13 del Cap. 
VD. 
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en E APA 

2x v 1 -x2 y 1-x2 
Dejamos para el lector la tarea de desarrollar los ejercicios relativos a las fun 


ciones coshx , tghx , cotghx , arctgx 


2-Aplicando las reglas de derivación demostrar que se tie-" 


ne: 
a) D [x(log x -1)] = log x 
(2) Dia == 
x log x 
(8) D (Ex == tex, 
(4) D (x sen x + C08 X) = Xx cos Xx 5 
(5) D (sen x cos x+X) = 2 cos? x E 
(6) D(senh x cosh x +x)=2cosh2x , 
(m D[+yer]=*aryo, 
a 1 
(8) ES logx- 22] =ax* logx , 
(9) D log cotg x= - —%— al 
sen 2 Xx 
1 1 . 
Mr Tra 1 
o) EA 
log2 _ ES el 
as AE $ 
x+2 (+ 2)? 
(12) p Lisó 7 — BEN 01 S 
4+x (rx? 
ex. xt > 
as D as 2 


(7) 


(18) 


(19) 


(20) 


(21) 


(22) 


(23) 


Qs) 


(25) 


(26) 


(27) 


(28) 


(29) 


(80) 


2x YPx-1 


D [x senx cosx] = +x cos 2x ó 


Dax ye = Vx yx 


D [x pl -6) senx + 302 -2) cos x ] =x2 cos x 


sen 2x 
2 


Dlog, a=- —lga_ 
x(log x)? 


D [qx -1) eX senx +x e* cos x ] = 2x e% cos x 


1 
senx 


D log tg <= 


D[10 fx -2010g (2+ Po 1=- 


2+ | x 
D (aresenx - || 1 -x2)= 1+x : 
1-x 


Dx o SEN x 
2-x 2-x 2-x ñ 
x 


D (log cos x + x tg x) = 5 
cuzó x 


D (x 1 -x?2 + arcsen X) = 


D( |1-x? + x arcsen x) = arcsen x % 


x 
e '08 X - Sel 2 
D ¡con 20 -X cosx 
2 


D log (senx - cos x)-x _ Gl 


tgx-1 “a 
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(81) D aresen —_ E 
> 2x 


(32) a e A 2 , 
Ads (sen x + cos x)? 
(33) a E O 
2 
(34) D(tgL)-e 1 + sen x ] 
2 14c0s Xx 
' 
2 
eS D es. -— 
(35) arccos tgl E A 
(26) pEArtgx_ y (+ Daregxox 
x + arctg Xx (x + arctg x)2 (24 1) , 
1 2 2 
(37) D [ x(arcsen xP +2 | 1 -x% arcsenx -2x] - frosen x) 


(38) D arccos á 
1 1 
(39) D aretg (—Ñ tgx)| = ——— ss 
1 r 1+c0s? x 
Xx 
tg E 

1- 
(0) D cos Xx _ E . 

1+c08 x cos 

2 
1 1 y 1 + 2 cos? 

“41 E = sen X ( cos” x) 

Ssenx+c0sX  senxX - COS xXx cos? 2x 

Varo -1 1 
(42) D log ——=— = a 
yor 2 Y1+e* 
1+ 4/ A 3 
(43) D ri = , 
Tio pe 2 y x (1- 

(43) p £sen x E TES . 

cos x - sen x a -tgx)? 


(45) D log cos arctg 
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(46) D [ arecos (1 -x) - la -* ]= 5 =n 
(47) D arctg (x- [l+x E % 
2 (1+x2) 


(48) D[x ETS E ES h 
1 sen 4x send 2x,_ 4 2 
(49) DR (a ie: )= sen" x - cos Xx 
n 
(50) D log E eS 2 : y 
COS X - SenxX n cos 2x 
61) D (298% + 2 cotg x) = - d 5 
3 3 
3 sen” x sen” X 


Asi 2 
52) » — , 
e Vir? > e iS 1 


(53) Darorn, IAS E sena 
cos a cosx-1 " 1-cosacosx z 
(según sea cos x <cos a  , 0cosx >cosa ) 
(54) parooos 202 Us E 
coB Xx -2 2 - cos x 
(según sea O<x<xX , 0 XK <x<2X), 
(55) DÍ Ly. SnxC0Ex (sont a y ] = senta A 


| 2 
1+x 2 
(56) D (log +2 | 1. E p 
VALÉRIE > E 
1 Xx 2 
(67) Dtg (x + arctg —) = (2) á 
x X COS X - Sen Xx 


__Arcsenx 


(68) D [ X arcsen Xx 


1-2 


z 2 
+ 108 a 22) ] 
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2 
(59) D [(x - F aretg x) arctgx - —L log (1 +32 ] - LEX E 
1+x2 
2 | 
(60) pa NM arg 212.1 2 ' 
ox Va +1 Lx 1+x% 
(61) Dx =xX dogx+1) , 
(62) DAX xl og, 
(63) D das E ÓN 5 (cos x log x + li ) mn 
(64) D (sen xp = (sen x* (log sen x + x cotg x) si 
x x 
(65) DE = 7 e ogx+ $) , 
log x aresen x 
(66 pesen x _ ,Aarcsen x og A ) A 
EN E 
ds 3 
(67) TA SO A 
y? 
(68) D (sen ye xr. (sen x)5 E (+ Ba A 


cos” x 


3 - Las funciones de cada uno de los siguientes pares: 


arcsenx  , -arccos X ; 
arctg x . 7 arctg 2+bx y 
z b=ax 


tienen. la misma derivada. Justifíquese tal hecho, 


Las dos funciones de.cada par difieren en una constante ya que se tiene 


- arccos x = arcsen x - - , arctg = arctg x + arctg A EN 


Ne 
(véase ej. 10 del Cap. IM). 


4 - USO DE LA DERIVADA LOGARITMICA 


En algunos casos para calcular la derivada y de una función conviene calcular 
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previamente la derivada = de su logaritmo y obtener después y' . Por ejem- 
plo, considerando la función 
y= (0) 
tenemos log y=x log x y derivando Y =logx+1 , de donde 
y' =y (1 + log x) =x% (1 + log x) 


Del mismo modo, de 


(2) 


El 


se obtiene log y=x -log (x+1) ; y'=y(1- L y . 
ex+1 (+1) 

Esta propiedad resulta especialmente útil cuando sea necesario derivar una po- 
tencia cuya base y cuyo exponente sean variables [como la 0YA o una expresión 


del tipo 
ME POETA PO y 


En este último caso resulta 
log y = 108 (6 -1)+ — log x - 5 log (3 -X) - Log (1? + 2) 
3 6 
ai Y 0-1)? Vx [ 

EEE x 


Calcule así el lector las últimas 7 derivadas del ejercicio 2 . 


Le 5 x ] 
6x 3-x 2(x2+2) 


5 - TANGENTES A CURVAS PLANAS DE ECUACION y=f(x) (ver 
"Lecciones", Cap. VI, n* 2). 
Escribir las ecuaciones de las tangentes a las siguientes 


curvas y=f(x) en los puntos indicados: 


y cosó x en el punto de abscisa 50 ; 
(2) y=tgx+cotgx "nou. o. on ou + ; 
(3) n .= "” "” "” 1 ; 
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en el punto de abscisa 2 ; 
(6) y=arccos 2298X-1 da e 
COS Xx - 2 2 
(6) y =x+»senh x cosh x A a A Oir 


(7) y =x(ogx-1) 


(6) y=x A Le 


1 
Consideremos, por ejemplo, la (1) . El punto de la curva de abscisa Ed tie- 


ne ordenada igual a cos? a E ; el coeficiente angular de la tangente 
* «2 
buscada es igual al valor de la derivada y!= -5 cost xsenx , para X= A A 


vale decir, es igual a . Se concluye que la ecuación de la tangente 


Análogamente, en los otros casos, en los que se encontrará las siguientes expre 
siones: 


(2) 8x+3y-4 fa -£x-0; (8) ex-2y+e=0 ; 


(4) x+4y-1- 59 =0 5066) 6 f3x +12y-(4+3 ya x =0 ; 

(6) 2x-y=0 y (Mx -2y-2 Y 0 =0 ; 

(6) 24 -lg2)x-2 [2y + (1 +1082)=0 

6-EJEMPLOS DE FUNCIONES CON SINGULARIDADES .EN LA 
DERIVADA . (Ver "Lecciones, Cap. VIII, n% 2). 


Daremos en los sucesivos ejercicios 7, 8, ...., 12 varios ejemplos de fun— 


ciones que en ciertos puntos no son derivables deteniéndonos, sobre todo, en los 
casos en que la derivada es infinita (en los que el diagrama de la función tiene tan- 


gente-paralela al eje y )o donde existan una derivada a la izquierda y una deri— 
vada a la derecha distintas entre sí (en los que el diagrama de la función presenta 


Dual 
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un punto anguloso o una cúspide). 

En el estudio de tales funciones es oportuno tener presente la siguiente proposi- 
ción: 

Sea f(x) una función continua en el intervalo [ a,x ] y de- 
rivable en [ a,xp). Si existe, finito o infinito, el pl = 
E PO 1 f(x) admitirá en el punto Xy derivada a la izquier- 
da igual a A (Un enunciado similar vale para la derivada a la derecha). 


En efecto; refiriéndonos, por ejemplo, a la derivada a la izquierda, ésta viene 


dada por el límite 


lim Í0)-f%p (1) 
xx XX 


Por el teorema de Lagrange (ver "Lecciones", Cap. VII, n% 12)el cociente in= 
eremental que aquí figura es igual af'(E) con x<BE <x, . Para xX-.Xg- se 
tiene E —=xp- y entonces el límite (1) coincide con a lim f'(B) que por hi 

—Xxp- 


pótesis vale A , que es lo que se quería demostrar. 


7- Estudiar la derivación de la función 


10) = [x] + Yx- [x] 


en los puntos de abscisa entera. 


Sabemos (Cap. VI, ej. 10) que la función considerada es continua y que, sin 


es un número entero, resulta f(n)=n . 
Para n<x <n+1 setiene f(x)=n+ "E an. 1f)==—== Jin 
2 Y x-n 
tonces, de oe f(x) = + 0 a fx) = Ss sigue, por lo que se dijo en 


el ej. 6, que en cada punto x=n nuestra función tiene derivada a la izquierda i- 


gual a Ex y derivada a la derecha igual a +00 . El gráfico contiene entonces 


infinitos puntos angulosos (ver fig. 32) y consta de infinitos arcos de parábola, to 
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dos iguales entre sí. 


Frg. 32 


E 
2 
8-Estudiar la derivación de la función f(x)=e * en el punto 


x=0, 
Tal punto es un punto singular eliminable, aprovechando que Limo f(x)= 0 
— 


Poniendo f(0)=0 el estudio propuesta equivale al del límite 


lm — , , 
AR=Ó ax 


o también, poniendo es =E , al de este otro 
xx 
li 
7 Emo mE 
Puesto que e > E? , resulta , TT y de aquí que el lími 
E 
e 


te buscado valga cero. Entonces la función es derivable en el punto considerado, 


con derivada nula, 


9- En un cuadrado de centro O y lado 1 descríbase, con 


167 vin - 9 
centro en O ,una circunferencia de radio x . Estudiar la 
función f(x) que expresa la longitud de la parte de circunfe - 
rencia que resulta contenida en el cuadrado. Extender el es- 
tudio al caso de un polígono regular de n lados, 

Es evidente que si x <+ toda la circunferencia está contenida en el cuadra— 
do [ de donde f(x)=23%x ] yquesi x , E la circunferencia está toda 
fuera del cuadrado [ de donde f(x) = 0] . Queda por estudiar el caso ex < 
< E en el que f(x) resulta igual a 8 veces la longitud del arco AB de la 


fig. 33, o sea, iguala 8x(L-- a) . Pero del triángulo rectángulo OMA se 


OM 1 pl 
obtiene cosa = ——== — , sucesivamente, a =arccos —  . Se con - 
o 


cluye, entonces, que la función f(x) queda expresada por la 


Fig. 33 
=2.x : para 0 <x <+ E 
£0x) = 25 x -8xarccos L- para —<x < EE ., 
=0 para 1 Y 


Es inmediato verificar que esta función es continua; además se tiene 
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1 
= 2x para 0 X<X <z ; 
f'x)9% = 21 -8arccos —L - para == <x «E 2 
2x EZ 
=0 para Xx > + a 
yentonces lim f'x)=2% , lim f'x)=-w0 , limftx)=-8 , 
x—+- x—++ x—Y- 


li fx) =0 
21; 
2 
Recordando lo que se ha dicho en el ej. 6 se concluye que el gráfico de la f(x) 
tiene dos puntos angulosos en E e 43) O O E , 0) , como se ve en la 


fig. 34, 


x1! 


e. "e 


Fig. 34 . 


En el caso de un polígono regular de n lados el lector verá fácilmente que la 


(1) queda sustituida por la 


=2Nx para 0<x< E 
2tg L 
n 
£6)4 = 22 x-2mx arecos —l para —l— <x<—— 
xt LE 2gL + 2senL 
=0 para > L 
2 sen L 


y que sobre esta función pueden realizarse consideraciones análogas a las prece — 
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dentes. 


10- Demostrar que la función continua definida por 


=x sen Ll (para xf0) , 
y (1) 
=0 (para x=0) , 
no admite derivada en el punto x=0 y que la función 
=x? sen — (para xf0) , 
y (2) 
=0 (para x=0) , 


es derivable en todos los puntos; pero su derivada no es con 
tinua en el punto x=0 


Para la (1) , en todo punto x%0 se tiene 


y'= sen =L - —Lcos L 
x x x 


y no existe el in y' . Para estudiar la derivación en el punto x=0 no se 
puede entonces aplicar la proposición dada en el ej. 6 y es necesario estudiar di- 
rectamente el cociente incremental, que se escribe 
Ax sen E 1 
= sen — 
Ax Ax 
Este no admite límite determinado para Ax-—=0 yentonces la (1) no es de— 
rivable en el punto x=0 (no existiendo tampoco la derivada a la derecha ni a 
la izquierda). Véase la fig. 20, en el Cap. II, ej. 5. 


Para la (2) se tiene 


y'=2x sen -L - cos L , (para x 40), (3) 


y no existe el ¿im y' . Razonando como antes se ve que el cociente incremen- 


tal hecho a partir del punto x=0 se escribe 


Ax? sen == 
E ion A 
Ax AX 
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y tiende a cero para Ax—=0 , Entonces 
y'=0 E (para x=0). (4) 
De las (3), (4) resulta que la y' noes continua en el punto x=0 
En otras palabras, el gráfico de la (2) (véase fig. 21 en Cap. III, ej. 5)tiene en 
el origen la tangente y=0 ;pero esta tangente no es el límite de las tangentes a 


los otros puntos de la curva. 


11- Hacer ver que la función 


2cosx-1 
208 x - 2 


y = arccos (1) 
no es deriva>le en los puntos x=nx  (n entero) y que en tales 


puntos existe la derivada a la izquierda y la derivada a la de 


recha. 
2 cos x -1 
La función u= y 08 continua y derivable en todos los puntos x 3 
la y=arccos u' es derivable para uZ-1 , uz1 .Se ve inmediatamente 


que resulta u=31 ,sólosi cosx=*1 ,oseasi x=2kH o x=(2k+1)1 . Por lo tanto el 
teorema de derivación de is funciones compuestas, nos asegura que la (1)es de 
rivable en todos los puntos x*AnN , mientras queda en duda la derivabilidad en 
los puntos x=nN  . A causa de la periodicidad de la función, bastará examinar 
qué sucede en los puntos x= 0 q x 


Para xfnx se tiene (cfr, conla (54) del ej. 2): 


(cos x - ay? 3 senéx (cos x - 2? 


(cos x - 2)? 


amos Úa ++. (si senx > 0) 


2 -cosx 3 senx 2 - cos x , 
Ys | senx| (2 - cos x)? =+ Na (si senx < 0) E 
2 - cos x 
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y entonces se deduce de inmediato 


y lim yr=-/3 , limy'=- , lim y!= 
po x—i- 3 x—m+ 3 


lim y!= 
x—0- 


y de aquí, por lo que se dijo en el ej. 6, la función (1) admite en el punto x = 0 


derivada a la izquierda igual a Y 3 y derivada a la derecha igual a - 


nálogamente, en el punto x= X , se obtienen los valores respectivos 
E . El gráfico de la (1) tiene, entonces, infinitos puntos angulosos, como se 


veenfig. 35, 


9) 


Fig. 35 


12- Hacer un análisis similar al del ej. precedente para la 


función 


" sen Xx _- e 
Se tiene osx - 2 =31 para x= 4 +2nKn  yentonces es necesario 
estudiar por separado la derivabilidad en los puntos x == => a 


Fuera de tales puntos resulta 
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y se obtiene, en consecuencia, 


lim _y!= Y2 , lim y=-Y2 , lim y!=- , lim y!/2 
o L. q + dal x—Í- id ¿E 


4 4 
Se concluye que existen infinitos puntos angulosos, obteniéndose el gráfico de la 


fig. 36. by 


Ri 


13- DIFERENCIALES Y METODOS ABREVIADOS DE EXPOSI — 
CION (ver "Lecciones", Cap. VII, no 3). 


Sabemos que si la función y=f(x) es derivable en el punto x , vale la pro- 
piedad expresada por la fórmula Ay=dy+0(Ax) yque, si f'(x)20 , se 
puede poner con buena aproximación Ay=dy , mientras se consideren peque- 
ños valores del incremento de la variable. 

Supongamos, como ejemplo, que se tenga una lámina cuadrada de lado x y, 


por ende, de área S= x2 y que por efecto de una dilatación térmica, el lado se 
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haya transformado en x+Ax . El área resultará entonces incrementada en AS= 
= (+ Ax) -x2=2xAx+ Ax2  , mientras quees dx=2xAx .Sise su- 
pone AS=dS se deja de considerar la contribución del término Ax? y es- 
to puede admitirse como lícito ya que, comúnmente, el área N x es tan peque- 
ña que resulta inclusive difícilmente accesible a la medida. Supóngase, por ejem— 
plo x=1metro , Ax=0,002 metros ; resulta, en consecuencia, en metros 
AS= (1,002)? -1=0,004004 , dS=0,004 . Conside— 


cuadrados: S=1 , 


rando como iguales a AS ydS 5e comete, en la medida de AS ,un error 


2 


absoluto de 4 mm! o sea, un error relativo del 1% 


Examinemos otro caso. Considérese la función y = + en los dos puntos L. 


1+Ax , Resulta Ay= —xz -1 , dy=-Ax yentonces, si se admite 
+ x 


que 4Ay=dy , vale decir 


de 
—— =1- Ax (1) 
1+ Ax á 
Ax? 
se comete un error igual a iz , el que puede efectivamente despreciarse 
+ Ax 


si Ax es muy pequeño, Si, por ejemplo, Ax= 0,02 , elprimer miembro 
de (1) vale 0,980392,.. yel segundo miembro vale 0,98 resultando el e- 
rror relativo de, aproximadamente, el 0,4%o . 

Señalemos que aproximaciones del tipo precedente son usadas con muchafrecuen 
cia en ciertos razonamientos que se hacen en mecánica, en física y, en general, en 
todas las aplicaciones del análisis matemático. Se sá de razonamientos que to— 
mados literalmente no son acertados, pero que sin embargo llevan a resultados e- 
xactos. Esto depende del hecho de que en tal razonamiento se expresan ciertas mag 
nitudes mediante valores aproximados que difieren de los exactos por infinitésimos 


y que, tácitamente, se realiza un pasaje al límite que elimina los infinitésimos que 


anteriormente se despreciaron. 
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He aquí un simple ejemplo. Sea dada la curva y =f(x) y se desea determinar 
la ecuación de la tangente en el punto Ko» yo) de la curva, Se puede razonar a- 
sí: la tangente es la recta que une el punto 7 Y) con el punto infinitamente ve 
cino (Xy +dx, yo + dy) y entonces la ecuación de tal recta será 

y -yo= Y (X -Xg) . (2) 

El resultado es exacto si bien el razonamiento hecho, si se lo juzga rigurosa — 
mente, carece totalmente de sentido, En realidad lo que se dijo es un modo abre— 
viado de exponerlo de este otro modo: unamos el punto C%9» Yp) “on otro punto 
o + Ax, Y + Ay) de la curva, obteniendo así la recta de ecuación y - Yo= 
= a (% - Xp) , osea y -yo= ro) (% - Xp) , donde “w- indica un infi- 
nitésimo para Ax tendiendo a cero. Y entonces, pasando al límite para Ax--0 
se obtiene la (2) (cfr. "Lecciones", Cap. VI, n% 2), 

No nos extenderemos más sobre estos métodos abreviados de exposi 
ción puesto que el lector tendrá ocasión de encontrar muschísimos de ellos en 
los cursos de aplicaciones. 


14- FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS Y SUS DERIVADAS 
(ver "Lecciones", Cap. VII, a 7): 


os 
Considerada la función y = cosh x= Led , sabemos que resulta siem — 


pre y Es 1 y se ve de inmediato que cada valor de y proviene de dos valores 
distintos de x , iguales y de signo contrario, Entonces, para obtener una fun — 
ción inversa, es necesario, por ejemplo, establecer que se considerará para cada 
y31 solamente el correspondiente valor de x 70 . Dela fórmula recién es 


erita se obtiene eX -2ye+1=0 , de donde e 


; pero se 
hace necesario descartar la ráfz con signo menos delante del radical puesto que la 


condición impuesta x >0 requiere que sea ex > 1 . Se obtiene así la fun- 


ción inversa x= log U+ ) que está definida para y 21. El inter — 
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cambio de las letras x e y ,nosllevaa considerar la función 


, 


y=log (+ Vx2-1) «>1 


que se indica también con el símbolo arg coshx , cuya derivada vale 


x2-1 5 


conforme con el teorema de derivación de una función inversa como es fácil veri- 


ficar. 
- eX 
Las otras dos funciones y = senh x = » y=tghx= ——— = 
2 Ayer 
[A =dl 
A son siempre crecientes y admiten sin más función inversa, Se en — 
e” +1 
cuentra, respectivamente, en los dos casos x = log (y + y? +), Xx =- 
= Liog 1+Y 
e Y > 


Intercambiando las dos letras x e y , llegamos a la consideración de estas 


dos funciones 


y = log (x + ('x? + 1) = arg senh x á 


15 - DERIVADAS SUCESIVAS (ver "Lecciones", Cap. VIH, n% 9, 10), 


Calcular la derivada tercera de las siguientes funciones; 


(io AB logz, 


(1) 


2 
A 
x2 (log x) 


(*) Algunos autores utilizan para la denominación de estas tres funciones inversas, en lugar de 
arg que abrevia la palabra argumento , una abreviatura de sector . Elusode es— 
ta palabra quedaría justificado por las consideraciones hechas en "Lecciones", Cap. IX, n% 12, 
(N. del T.) 
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Le 2 
sy. E , qui =4s 22D 


x2+1 (+ 1) 
(4) y=ecoshx , qu=4e%, 
(6) y 7 qui=2e* (senx+c08 x) ). 


16- Verificar que resulta 


m DO arror =p)... (on a (ax, 


e Dog ara) AA LD , 
(+ ay? 

(4) 1 son ax = «son (ax en E) Y 

(4) D” cos ax = a” cos (ax+n E) % 

6 DAR - doga)” ñ 


y, como casos particulares de la (1) 


ooh > 
1, Y n n! 
7) D = (1) — 
ro) ea ; 
SA y 
1-x 1-x ax E 
0 ZE as ae rs E , 
x+a x+a (x+ a) 
1) 0 A 0 es oy aio — 
(DARA e pa GT pl 


17 - Demostrar la fórmula de Leibnitz sobre la derivada ené 
sima de un producto: a 
a, (2 n-k k 
(a) DP [£(x) - gx) ] = ( Jo £(x) - D" gx) 
la 


Se demuestra por inducción, tras haber constatado que, para n=1 ,seredu 


ce a la conocida fórmula de derivación de un producto. Se tiene 


vu -18 


n n E nl/n 1 1 
3 els ES kl, pk e); Jon. ae 


Si en la segunda sumatoria se cambia el índice k por k-1 se encuentra 


D/n Dn 
n+l n+1 enter ke ak, ko nel 
D*[1.g] =D 0) 1-D 2 (,,)1 Dg a 


y, asociando las dos sumas, teniendo en cuenta la conocida propiedad 


n n n+1 
( ) > ) «l ) se concluye que vale la 
k k-1 k 


n+1 
Dr 1.8) O | k ar y 
k=1 
E a n+lko ke 
= D fDg 
yk 


que coincide con la (1) cuando se escriba n+1 enlugarde n ,quees que 


queríamos demostrar. 


18- APLICACIONES DE LA FORMULA DE LEIBNITZ. 
Consideremos, por ejemplo, el caso en que sea 
£(x) = aX 4 86) =x" 
Puesto que las derivadas sucesivas de estas dos funciones vienen dadas por 


DALIA Pana) amy? se tendrá 


HE > pos so. + 


Ple 


n z ax y n-k 
+( ¿Juno 1)...2x+n!] =e' pa E (ax) 


n- 
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Aplicando la fórmula de Leibnitz vuelven a encontrarse los resultados dados en 
el ej. 15; pruébese además que 
am DPeatlogx-=2 , 


x 
1 3 __24 


(2) D > 
lx a-x> 


(8) DP (sen x -x cos x) = (L —n) sen (c+n E) -x cos (x+n 5) , 
(4) cos x= 2 cos (2x4 n E . 


19- Calcular la derivada n-ésima de tgx , arctgx , arcsenx, 
Puesto que la y=tgx puede ser escrita ycosx=senx , derivando n ve 
ces ambos miembros y teniendo presente la fórmula de Leibnitz, se obtiene 
a (1) os (x+1 Ly - DMA y = son (cn E) 
k=0 
Esta es una fórmula recurrente que permite obtener la derivada yO en fun - 
ción de las precedentes ye 4 yz y... , y' ydela y . Porejemplo se 
encuentra fácilmente que 
Di tgx=4tgx y + 6 y Mod tgxo yt. 
De la expresión de la derivada primera de y=arctgx se obtiene y'(1ex2)=1 E 
y tomando la derivada de orden n-1 “de ambos miembros 
pee arx?)-D*y0 
k=0 
Siendo para k > 3 DÉ (1 +x2)=0 , deducimos la siguiente fórmula de recu- 
rrencia: 


array Da yd o 


que, debe observarse, contiene solamente tres derivadas sucesivas. 


-Dejamos al lector la cuestión análoga para arcsen x 
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20- Verificar que la función 


() y=xX ee es tal de tenerse Ryu+xy -4y=0 
> XxX 


(2) y=xe? ”onon " 4y0 -12 y" -15y!-4y=0 ; 


3 


(3) y=asemnx+bcoshx+csenx+dcosx -x” satisface, cualesquiera se- 


an las constantes a, b,c, d la relación Am y =3 
1 


Ww y=*ax+rbx+c)+ (sen x - cos x), con a, b,c constantes arbi- 


trarias, satisface la relación y'" -3 y'+3 y! -y=senx. 


21- Dar la expresión de la primera, segunda y tercer deriva 
da de la función compuesta P[f(x)] y de la función inversa 
de la f(x) 


De la conocida fórmula 


De [fe] -= pr[ 10] - 10), 


se obtiene 
0? [1609] =p [10] [10] :[ 109] 19, 
y, Sucesivamente, E 
DP[ 1) = 
-emu [1] [100] +3pr[ 10) cet + e [1] 10. 
Después, conociendo las derivadas sucesivas de la función directa y =f(x) po 
demos calcular las derivadas sucesivas de la función x=g(y) inversa dela f(x). 
En efecto; de la fórmula e 80) = Le , derivando ambos miembros y ob- 
servando que el segundo miembro es función de la y compuesta a través de la 


x= 8(y) se obtiene 


a mg 
dy? E 


22- Demostrar que la función definida por 
x* sen (para x%0) 
y= 
0 (para x=0) 
es derivable en todos los puntos con derivada continua y que 


su derivada segunda existe en todos los puntos,pero no es con 


tinua en el punto x=0 (cfr. ej. 10). 


23- POLINOMIOS DE LEGENDRE, LAGUERRE, HERMITE. 
Se denominan de Legendre los polinomios P,(x),.(n-0,1,2,....) 


definidos por las siguientes fórmulas: 


(1) Ppgb)F1 , P0)=-—— M=1,2...)5 


Pon dx” 


de Laguerre a los definidos por las 


f) Lgozt, Lm-= ee) aa 
dx 


n 
de Hermite a los proporcionados por las 


2 
2 pes 
6 Msi, qa (1=1,2,...) 


Dar la expresión explícita de los polinomios Po 9 a L, 0) a 
Hp e0 para n=1,2,3,4. 


Se encuentra fácilmente 


(*) La expresión explícita de los polinomios de Laguerre se puede obtener a partir de la prime- 
ra fórmula del ej. 18. 
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p,09=x ; 20 Lod 1: 0 Lo; 
Py00= 05xÍ 3043) ; 


L0)=1=x 5 L,() = 2 -4x 4x2 A L,(5)=6-18x+9x7 x0 ; 


Ly0o = 24 -96x + 722 16 4 xt 
(9) =2x5 Hab) =2(x2-1) ; Hyb)=4x -3x) 5 


ges) = 4(1xÍ - 1232 +3) 


24- IDENTIDADES OBTENIDAS A TRAVES DE LA DERIVA - 
CION DE OTRAS, 


Deducir nuevas identidades derivando una o varias veces 


los dos miembros de las siguientes: 


M) Lexexda,. ds a 
1-x 
tgx+tga 
2, S 
ren 
2 x 1 - cos x 
y y Le A 
o 3 1 +c08 x 5 
(a) senx+ sena = 2 sen 2 cos 2 


25- CAMBIO DE VARIABLES. 

En muchas cuestiones en las que entran en juego una o varias funciones de Xx, 
y sus derivadas, pued= ser útil cambiar, en cierto momento, la variable indepen- 
diente, introduciendo una nueva variable t ligada a la precedente por una rela- 
ción del tipo x= P(t) 


En ese caso, toda función y(x) debe ser sustituida por y[«P (t)] quedando 
dy a%y ay 


por verse cómo expresar las derivadas pa —= 
dx dx dx 


yo. por 


medio de las derivadas de y hechas con respecto a la variable t 
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Basta aplicar el teorema de derivación de las funciones compuestas y de la fun- 


ción inversa y se encuentra, sucesivamente, 


E A 0 A aaa A 
dx dt “dx dt * de es «a po ; 
E 2. 2].. ]. ña 
a? dla ul ar la pul at 
A a 
a al e a pe 
Sy 


a a ca y a qe 


[E e. 0] o sen 
a lal pe a pu 


a y a db e 


Supongamos, por ejemplo, que se deste deferminar todas las funciones y (x) 


2. 
para las que resulta x chs + S. O ,. Cambiando la variable x , poniendo 
dx dx 


Fl 2, 
x=et , Por las fórmulas precedentes se tendrá Y 07 5) «y. 
dx dt a 


E ¿9% di 
= (uz - 9, e se , y la ecuación propuesta resulta e E —= - Es e 
dt dt dt 


Moto O sea, $? 2-0 
dt dt 


Sigue Tr O ,osea, que y debe ser función lineal de t: 
dt 


y=at+b 7 
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pero se tiene t=logx , de donde todas (y solamente) las funciones buscadas es 
tán proporcionadas por la fórmula 

y=alogx+b 5 
con a,b constantes. 
En otros casos puede ser conveniente cambiar la función y(x) , introduciendo 
otra z(x) , ligada a la precedente por una relación del tipo y=F(z) . En ese 


caso las derivadas ÍL ds Al » +... Quedan sustituidas con las siguientes 
dx 


expresiones (que son proporcionadas por la aplicación inmediata del teorema de de 


rivación de las funciones compuestas): 


2, 2 
d a d di d 
DE, e 
dx dx dx? dx dx 


Si se desea, por ejemplo, encontrar todas las funciones  y(x) pa 


ra las que resulta y y" - 2 y? =0 , puede ponerse y= Z , encontrándose 

ME A cado 16 ta transformada 

ñ = - pue lo la ecuación propues 'orma: 
y! sebas dir E di prop! 
enla - En =0 
z 
1 
Debe ser, entonces, Zz''=0 ,osea, z=ax+b y, por último y= PTE 


Naturalmente ambos cambios, el de la variable x y el de la función y ,pue 


den también efectuarse simultáneamente. 


26- Determinar todas las funciones y(x) que verifican las e- 


cuaciones: 


Q a) yu x y!=0 10) 
yeSe y? a 2y =0 (2) 
x 
a?y 
Con el cambio de variable x=sent ,la (1) se transforma en la ER =0; 
t 


sigue y=at+b ,osea, y=aarcsenx+b 
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1 
Para la (2) efectúese inicialente el cambio de variable x=t% ,conlo que 
2 
la (2) se transforma en la SE [ E. (2, ] =0 , Queda, entonces, por 
dt dt y 


estudiar la ecuación 


la que, si se cambia la función incógnita según la y=logz , queda transforma- 


daenla L Le =0 Debe, entonces, ser EA =0 osea z=at+b 
z dt : s A dt y 


de lo que sigue sucesivamente y=log(at+b) , y=log (a a+ b) 


27- FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES (ver"Lecciones', 
Cap. VII, n% 11). 


Es evidente que toda función f(x) creciente (o decreciente) en un intervalo 
[a,b] es creciente (o decreciente) en todo punto de tal intervalo, Menos obvia 
es la propiedad inversa, de la que nos ocuparemos a continuación: 

Si una función f(x) es exelente /decreciente7 en todo punto 
de un intervalo '(a,b] , será creciente /decreciente en di- 
cho intervalo. 

Refiriéndonos al caso del crecimiento, es necesario hacer ver que, fijados ar— 
bitrariamente en (a,b) dos puntos Xi» Xy, COM XXX, resulta fx )< 
< f(X2) 

La f(x) es creciente en el punto Xx, ;existen, entonces, en [a,b] nú— 
meros E > X; tales que, para x< x< 5 resultará f(x) >f(x¡) . Sea 
E el conjunto de tales números E y A  suextremo superior. 

En todo punto x de e A) setendrá f(x) > 1x1) . En efecto; por una 
de las propiedades del extremo superior, existe por lo menos un número E de 


E comprendido entre x y A  ,yentonces, teniéndose x<xX< E ,re- 


sulta efectivamente f(x) > 1x,) 
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Podemos agregar que también será f(A) > f(x) . En efecto; como la f() 
es creciente en el punto A , existe un número 2A'< A (y podemos suponer 
también A'> Xy) tal que para 2A'< x < %» setenga f(x)< f(A) ; pero 
para tales x se tiene también, por demostración anterior, f(x) > £) y de 
las dos desigualdades escritas sigue f(A) > 1x1) 

Una vez alcanzado este punto, nuestro teorema quedará demostrado si ros 
mos que A=b .Enefecto; en ese caso podrá escribirse x<x% <A y, 
recordando los resultados precedentes, asegurar que 1x,) < 1x7) . 

Razonemos por el absurdo y supongamos A.< b . Entonces, por el creci — 
miento de la f(x) enelpunto A , existiría un número A'(con A < AMS 
< b)- tal que para 1<x <A" resultaría f(x) >f(A) y, en consecuen — 
cia, f(x) > f(x,) . Pero entonces en todo el intervalo (Xy, 2] se tendría 
£(x) > f(x,) resultando A' un número del conjunto E mencionado anterior- 
mente, Esto es absurdo pues E no puede contener un número mayor que su e 


tremo superior A. 
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CAPITULO IX 
Primeras nociones de cálculo integral 
para las funciones de una variable 


1- CALCULO DIRECTO DE INTEGRALES (ver "Lecciones", Cap. IX, 
o 
n” 2). 


Calcular la integral de la función e* , extendida al interva 


lo [a,b] 
La integral en consideración es igual al límite de las sumas integrales = 


y =)_ IE 5 al tender a cero la norma 3 dela descomposición D 


del intervalo [ a,b ] 

Para hacer el cálculo podemos limitarnos a considerar descomposiciones D de 
tipo particular, por ejemplo, las obtenidas dividiendo [ a,b] en n partesi- 
guales y eligiendo siempre como Es el extremo izquierdo del intervalo 


[ Aa ] . Se tiene, entonces, 


n-1 b-a 
= ati E 
0 z ba e 5. B-2 


La expresión de 0 puede transformarse como sigue 
b-a a ba 
r-P 2 061) (01 ] 
i=0 


y, sucesivamente, teniendo en cuenta que figura la suma de n términos en pro— 


gresión geométrica 
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b-a n 
(eR)-1 
r=-b-2.2 A PE 

E ba e -1 

e” -1 
Por lo tanto 

b 

S e* dx = (eb - e?) lim 3 Ñ 

a $50 $ 1 


pero este límite vale 1 [ver Cap. VI, ej. 14 ] y entonces 


b 
$ dx = e? e 
a 
2 -Calcular las integrales de las funciones cosx , Ssenx ex- 
tendidas al intervalo [a,b] 
Considerando, por ejemplo, la función cosx y procediendo como en el ejerci- 


cio precedente, se encuentra 


= cos (a+1 272) A $= 


Conviene aquí valerse de la siguiente fórmula de la trigonometría que expresa la 


suma de los cosenos de n números que formen progresión aritmética: NU 
n-1 cos (a + a) sen Fe 
Y 008 (a +18) = —_—_—_—_——= e a) 
120 sen Tp 


Aplicando la (1), resulta 


1 b- 


nb-a 
) sen 2. 


mi 
b=a cos (a + z 


n sen L b-a 
2 n 


(*) El lector puede encontrar la demostración de las (1) , (2) enel Cap. XI , ej. 42 


5 
Aa E aj+b_ÓÚ, b-a_2 
ó = 2 cos (Es y) sen z 5 
sen 3 
Pasando al límite para 3 —-0 se encuentra 
b 
iÑ cos x dx = 2 cos 223 sen DSZ - son b - sena 
a 
Análogamente para la función senx , aplicando la 
Z sen (a+ 231 pg) sen HP 
sen (a+iP)= 1 (2) 
=0 L 
1 sen -7 B 


llegándose al resultado 


b 
S sen x dx = cos a - cos b 
a 


3 - Calcular la integral de la función x% extendida al inter- 
valo [a,b] con a>0 

Conviene en este caso efectuar la descomposición D de [ a,b ] de modo 
que las abscisas X=2 , Xj,Xg» +»+ +» Xp-1> %p 7 b delos sucesivos pun— 
tos de división formen una progresión geométrica. Llamando con q a la razón 
(incógnita) de tal progresión, debe resultar 

x=2q, x, = 292 ANS x pap , b=aqr o; 
sigue que debe ser 
a= (a) . 160) 

La longitud del intervalo genérico [ X¡,X;,¡ ] vale aqitl - agi = agiíg - 1). 
Entonces, la norma 3 de la descomposición [DD resulta expresada por $3 = 
=aq* (4 -1)=b (4-1) yel pasaje al límite para 3 — 0 equivale al de q-1. 


Poniendo después siempre el punto E; enel extremo izquierdo de [4 +Xi41] 
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resulta 


Bal / á p- A 
v Eee a-1 ad =at*l qa) Pat 
= i-0 


a+1A_ 
a a) 3 s (si at) 

pa q =L 
(a - 1)n Ñ , (si a =-1) 


Después, puede escribirse, teniendo en cuenta la (1) : 
E 1] gol pt at, 97 , (lado 
a+ 
Ñ 1 


a an a A 
b 
log — 
a -1 
0= (1-1 = lg 2. 2 ti a=-1) 
log q log q 
Y entonces, teniendo presente que lim pa E EA = lim dl 
, Ls ql a+1 ''q-.1 log q 
=1 0 , Se concluye que 
a+l a+l 
s DE A (si at-) 
b a+l 
S x% dx= 
a log - A (si a =-1). 


4 - VALOR MEDIO DE UNA FUNCION. 
En "Lecciones", Cap. IX 24 hemos definido el valor medio p de u- 


na función continua f(x) en un intervalo acotado [ a,b] mediante la fórmula 


b 
A 
EE b-a 3 sepia 


Por ejemplo, teniendo en cuenta los resultados de los ejercicios precedentes, se 


tiene que: 


el valor medio de la función e* en el intervalo [a,b] es i- 


gual a 


póngase q=1+x y téngase en cuenta los resultados del Cap. VI, ej. 14 . 
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el valor medio de la función cosx en el intervalo [a,b] es 
A sen b - sena 
igual a. —_—_—_—_—_—_— y 
y b-a 
el valor medio de la función senx en el intervalo [a,b] es 


cos a - cos b 


igual a Neñ 5 


el valor medio de la función x” (a%*-1) en el intérvalo [a,b] 
a+l ¿A H 


b 
es igual a —_—_—_— $ 
E b-a 
el valor medio de la función L enel intervalo [a,b] esi 
x 
gual a log b - log a 
b-a 


Deseamos, a propósito del concepto de valor medio, señalar un error en el que 
es fácil caer . El valor medio ha sido definido para una función de una determi- 
nada variable x ,en un intervalo dado de variabilidad de la 
misma, A menudo se escucha, en cambio, hablar a priori de valor medio de 
una magnitud variable (geométrica, física, ...) sin haberse precisado de 
qué:variable (o parámetro) se la supone dependiente .Sinesaacla 
raciónno tiene ningún sentido hablar de valor medio porque, cambiando la citada 
variable, cambia en general el valor medio. 

Ilustremos este hecho con un ejemplo simple, proponiéndonos el siguiente pro — 
blema: ' 


Calcular el valor medio de las cuerdas de una semicircunfe 


rencia que son paralelas a su diámetro (fig. 37) 


Si bien la longitud de las cuerdas en estudio es una 
magnitud geométrica variable, perfectamente determi- 
nada, el valor medio pedido no tiene sentido (es “decir 


que el problema no está bien planteado o, como también 


se dice, "el problema no está bien puesto"). Tendrá 


sentido solamente si en el enunciado se aclara el pará- 
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metro del cual se desea hacer depender la cuerda, 
Asumamos, por ejemplo, como parámetro la mitad <P del ángulo AOB .En 
tonces, llamando con r al radio de la semicircunferencia, la cuerda tendrá lon 
gitud 2rsenQ y, para tener todas las cuerdas, es necesario hacer variar Q 


en el intervalo [ 0, + ] . Con esta aclaración se encuentra como valor medio 


pe 
2 


L x 
f7 zo sen pap 22 Sven pag = (0.2) = 
0 0 


= ÍL -c0s L) - 4 
q eo0 cos 7) T 


Supongamos, en cambio, asumir como parámetro la propia longitud x de la 
cuerda, que varía entre 0 y 2r  ; se encuentra el nuevo valor medio 


2r 2 
A Pr A A 
2r 2r 


E , 


distinto del precedente. 


5 - Sea f(x) una función continua en un intervalo [a,b] Tras 
dividirse [a,b] en n partes iguales, calcúlese la f(x) en 
todos los puntos de subdivisión y obténgase la media aritmé 
tica Ma de los valores obtenidos. Demostrar que, al tender 
n al infinito, tal media Mn tiende al valor medio p de la 


función en [a,b] 


Se tiene 
My = + [ ta) +t (+ Dt a+2 ba). .. Kn 2 10) | = 


donde se ha puesto 
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b 


Un = LR f(a) + f(a + 


a) + far 22D) + + a+ (0-1) 22] S 


Esta (, es una suma integral particular (cfr. ej. 1,2) teniéndose, por lo 


b 
tanto, lim ,= S f(x) dx . Sigue 
n— 
ES a 


b 
qu ml $ op 

6 - Sea p el valor medio de la función continua f(x) en el 
intervalo [a,b] y sean m,M el mínimo y el máximo absolu- 
tos de f(x) en [a,b] .Demostrar que si la f(x) no es cons- 
tante en [a,b] resulta m <p <M 

El teorema de la media demostrado en "Lecciones", Cap. IX, no 4, asegura so- 
lamente que m < p <M. . Se trata entonces de descartar, bajo la hipótesis que 
sea f(x) no constante, las posibilidades p=m y p=M 

Demostremos que no puede ser pom. En caso de serlo se tendría 

Fo f(x) dx=m(b -a) , osea S [ £(x) -m ] dx=0 ; pero, por una co- 
E naE propiedad, ("Lecciones", Cra a? 4, teor. V) de esta última igualdad y 
del hecho que la función f(x) -m sea no negativa en [ a,b] , seguiría que 
f(x) -m es idénticamente nula, o sea que f(x) valeen [ a,b ] constantemen 
te m  , loque contradice la hipótesis. Análogamente se demuestra que no puede 
ser p=M 
7 - DETERMINACION NUMERICA DE UNA INTEGRAL POR ME- 

DIO DE LAS SUMAS INTEGRALES. (Ver "Lecciones", Cap. IX, n% 
2). 

Calcular valores aproximados por defecto y por excesode la 

siguiente integral: 3 


$4 


0 


3 xx dx 
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Dividamos, por ejemplo, el intervalo [ 0, a ] en 15 partes iguales ( cada 
una de amplitud + ). Según el teorema II del n% antes citado, se obtendrá un 
valor por defecto //o por exceso/ de 1 sumando los productos obtenidos multi— 
plicando la amplitud TI de cada intervalo parcial por el mínimo /'o.el máxi— 


mo/ de la función f(x)= | 3x - x% en dicho intervalo. Obsérvese que la f(x) 
es creciente en [ 0,1] y decreciente en [ 1, + ] ; entonces, en los prime 
ros diez intervalos el mínimo se presenta en el extremo izquierdo y el máximo en 
el extremo derecho, mientras en los últimos cinco sucede lo opuesto. Si indica — 
MOS COR Yp, Y» + >> Yj5 los valores que la f(x) asume en los puntos de divi- 
sión /'es decir, si ponemos Yo = (0) , YN =10,1) , -... , Ms" £(1,5) 7 
podemos decir que se tendrá 
s<I<S!' 


una vez que se ponga 


=l . ; 
s= 5 10) +9 +% +% +=-*Yg +I9) + 05, *Y2 Ys Yu Ys) ) 


1 
S= [0 +2 +% +40+.+39 +90) + G10* Yu +%2 +%9 +94)] 5 


Realizando tal cálculo, se encuentra para las Y; la siguiente tabla de valores 


(en los que se ha redondeado la 5% cifra decimal): 


1,37404 
1, 40392 
1, 41421 
1, 40321 
1, 36821 
1, 30499 
1, 20655 
1, 060: 


teniéndose, en consecuencia, s=1,619... , S=1,796... 
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8 - CALCULO DE INTEGRALES INDEFINIDAS MEDIANTE SIM- 
PLES TRANSFORMACIONES DE LA FUNCION A INTEGRAR 


(Ver "Lecciones", Cap. IX, n” 7). 


Calcular las siguientes integrales indefinidas: 


SH: of 


x_dx dx 
(4) —— (5) ———= 
s J (2 + 22)0 dl f fix 


Se tendrá 


po e A 
¡ej dx = E +0=4 yx +e 


-3 3 
e) [ta- fu. ya 2 E 


3 ¿a 
8) MECA fe 200 -2%d 


2 
A +3x3 +x 


“) a de? +a pl 2 
Araya -n+1 
=- l +0 $ nz 1) A 


20 -1) 02 +2)" 


(5) 


9 -Calcular las siguientes integrales indefinidas: 


3 
"3 o ft es 
x 


1 


+e= 


AN 


195 IX - 10 
5 === . a ptos a Sy 
x [a+blogx x log x 
o [Area ; a o [e Eh a 
1+e” + 1 
Se tendrá: 


de + 01003 


a E z 
x [a+blogx " 


+ [a+blogx+e, (si b%0); 


E 


" 


d(a + b log x) = 


Ñ 


e fas ae JE 2v 00600 1os105x+blogx+e ; 


(3) fora fans ¿0% ) dx = 


" 


x 


(4) j ax [E fa its ; 
1 +1 


1+e en+ 
6) ¡CA ¿a —2jó= e 2108 (+ 1)+0. 
J +1 +1 


10 - Calcular las siguientes integrales indefinidas: 


Mm cotgxdx  ; (2) pa (3) de 
sen x cos x cos x 


(4) == : (5) == (6) f 1 -senxdx. 


3 
sen? x cos” x sen” Xx cos” X 


Se tendrá: 


E cos X 
1 = LB 1 z 
(1) Jocisxas es lOg senx+c  ; 


a 
dx | cos? x dítg x) 
2 = = = : 
Sd == j tgx j tg x E 
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x£ 
dE -x) () 
(6) A ; 
Son sen E -x) sen E -x) 


7) J E - SS s- Si 5 A - páv= 
sen” Xx COS” Xx sen? x cos? x cos x sen Xx 
=tgx -cotgx+c ; 
6) J dx a j (sen? x + cos? x)? de 
seno x cos? x sen? x cos x 


sen Xx 2 cosx EE 
e pl PS 
cos X  Senxcosx sen Xx 


" 


= 2 +2 108 tgx -—I3— +0 ; 
2 cos" Xx 2 sen Xx 
A 1+senx 
Y 2 = sen x dx= 
VA + senx 


de ans Vi+senx+c. 
VA + senx 


11- Calcular las siguientes integrales indefinidas: 


(=> e === E 
xVx2 -a2 arar 


2 
8) A e MEA 
Va -x6 cos x Y. cos 2x 


Se tiene; 


dx 
AN SE: + 
x Vx? -al Vi- (E? 


, Cap. IX, 197.) 


a. 


Pio Dos Its. 


197 TX -12 


=-—Laresen 240; 
a Xx 


a LEA 5 
(2) 2 2 arctg ; 
de e a AS 


2 3, 
(3) dE de) = + arcson (0) +0 1 


Vi=zo ** Yi - 3? 


(4) j dx = j dx = costx__ 
cos xY| cos 2x eos x cos? x - sen? x V1i-tg2x 
Je MS z = arcsen (tg x) + c 
1 Vi t2x 


12 - Demostrar que resultan 


dE arg cosh x + € = log (x + x2-1)+0 á 
x2-1 
| E = arg senh x + c = log (x + xX4l)roo, 
E 
dx 14x 


4-2 
Estas fórmulas son una consecuencia inmediata de las fórmulas de derivación de 


las funciones hiperbólicas inversas estudiadas en el Cap. VIII, ej. 1 


13 - Calcular las siguientes integrales indefinidas: 


aj faz: y A A 
-2x+4 x2 -3x +3 

6) b==>* 4) az*: 
25x2 + 10x +26 x?2 + 8x +25 


Ax+B 


Son todas del tipo dx estudiado en "Lecciones" Cap. IX, 19 7, 


Xx +px+q 


y los polinomios de 2% grado que figuran en el denominador tienen todos el discri- 
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minante negativo. 

Recordemos el procedimiento que debe seguirse. Llamando f(x) al denomina- 
dor (polinomio de 2 grado) es siempre posible escribir el nomerador (po 
linomio de 1% grado) bajo laforma af'(x)+b , con a,b constanteso- 


portunas. Entonces las integrales en estudio resultan iguales a 


1 
+—— dx =alogf(x) +b | — dx 
E di il 1 o > 
4 Po dx 1 x+m 
siendo la última integral del tipo ——————á.- = —arctg — 
x+ml+rn2  ” 


Como ejemplo, para la integral (1) 

A Fs 2x -2 dx 
——— dx = EE td St o A 
224 x?2-2x+4 x)x-2x+1 t-1)2+3 


= L1og4? -2x +4) + arctg £ 
3 3 


Procediendo del mismo modo para las otras tres integrales, se encontrarán los 


resultados 


(2) 2108 (x2 - 3x +3) - arctg X=3 ¿0 
El 13 
(3) _ arctg (x + +0 3 
x+4 


(4) 108 (0 +6x+25) E arorg ELL +0 


14 - Calcular las siguientes integrales indefinidas: 
a) fe ao e) fu. ; 
x+Xx 36x% - 12x +1 


e) == de ro) (e 
3x" +5x -2 x"-2x-1 


Son del mismo tipo que las del ej. precedente con la diferencia que los discrimi 
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nantes de los denominadores son positivos o nulos. Según lo que se dijo en "Lec — 
ciones", Cap, IX, no 7, se deben consi de rar las raíces del polinomio denomina — 
dor y sucesivamente se debe descomponer de modo oportuno la fracción a integrar. 

Considérese la integral (1) en la que el polinomio del denominador del integran 
do tiene las raíces 0, -1 y escríbase la fórmula de descomposición 


3x7 _ A, B 


x(+1) xx  x+1 


Multiplicando ambos miembros de ésta por x(x+1) se encuentra 
3x +7=A(x +1) + Bx 


de donde, por el principio de identidad de los polinomios, debe ser A+B=3 


A=7, Tendremos, entonces, A=7 , B=-4 yen consecuencia 
3: q 4 
j pis! e LL action aos 1) 00 , 0) 
ex x xl 


Para la integral (2) el denominador tiene la raíz doble A , por lo que debe 


ponerse en la fórmula de descomposición 
2x+5 A B 
A PA 
(6x-1%  6x-1 (6-18 


16 


con el mismo procedimiento utilizado antes se encuentra A= + , BS 3 , 


por lo que se concluye que 


e [e A A 
36x2 - 12x +1 3.6 3 6 6x.-1 
A A A 
18 9 6x-1 


Análogamente para las otras dos integrales (3) y (4) ; se encontrarán los re - 


sultados 


6) -Hlogex-1+$Hloga+2+e o; 
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15 - Calcular las dos integrales indefinidas 


ME TES j Ax+B dx 


E Xx +px+q 


siendo A, B, p, q constantes reales. 


Ante todo tengamos presente las dos fórmulas 


fe x2+m+0 z WM 
| => wo. Lo, fa >0) e) 
Van 


en donde la primera se deduce sin dificultad de la del ej. 12, mientras que la se - 
gunda es inmediata. Tras esto, para el cálculo de L e L se puede seguir un 
procedimiento análogo al indicado en el ej. 13. Poniendo f(x) = 2 + px+g es 
críbase el numerador Ax+B bajo la forma af'(x)+b , de lo que sigue que 1, 
e Iz pueden expresarse como combinación lineal de dos integrales: la 1% es 
fe dx=2 Y f(x)+c , mientras que la 2% ge reduce inmediatamente al 
tipo (1) o (2) . Precisamente se tiene 
L (ex + p) + (8 - 42) 


O 
Vx2 
xó + px +q 


«dx + Y) 
E eo [=> 2 


So! Var + a- 0 
=A Vx? + px +q «(6-2 108 + E+Y Xx +px+q)+e A 


A Ap 
(xp) + (84 E) 
J 2 E 


Va? px + q 
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dex - 
— LL + z E 
2 V-x2+px+q e - ES + (a+ E) 


=-A V -x2+px+q + (6 +22) arcsen 


" 
1 
> 


Se tiene, por ejemplo 


—E— - 108 (x + $+ 2 +x+1l+.co , 
nuera 


usa =-3 Y -2-2x+8 -5 arcsen 241 +0. 
Vas 8 7 


E = x” -6x +7 log (Xx -3 + x2 -6x) +0 


16- Calcular la siguiente integral indefinida 


| sz 
x Y ax? + bx +0 


donde a,b,c son constantes reales. 


Se puede escribir 


donde, si c=0 , se tiene de inmediato 


2 
(En 17 se ha supuesto q+ e > 0. , cosa necesaria pues de otro modo la integral 1, no 


tendría sentido en el campo real (el trinomio -x2+px+q nosería > 0 enningún interva- 
lo del eje x ). 
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En cambio, si c 0 , puede darsea 1 la siguiente expresión 


E bd ¡jegún 0 0 
1=- (s sea c>0 0 c<0), 
lel sy, bl, t 
x lel x tel 


obteniendo así una integral del tipo considerado en el ejercicio precedente, 


Se tiene, por ejemplo; 


a) S E -=2 A ' 
x Y 2x?-x 


4 
+0 


dx 
o A: A ; 
fas VA 


(2) 


(3) 


" 


1 
- arcsen —+0 ; 
pS 


es 


dx x+1 
(4) mepeEP—_->z>-_ +e 
x Vx? -2x-1 xY 2 


17 - Calcular las siguientes integrales indefinidas: 


ES xdx, fue xdx, ¡5 dx, f. x dx , 


¡A E fecota sx ax $ fonxsotzas 


En todas estas integrales al menos uno de los exponentes de cosx ode senx 
es impar y puede aplicarse el método visto en "Lecciones", Cap. IX, N* 7, (*) 


Se encuentra así; 5 


J sen? x dx =- ES x d(cos x) = - fo - cos? x) d(cos x) = 


= -cos x + cos3 x +0 


(*) Para el caso en que todos los exponentes sean pares, véase el Cap. XI, ej. 45. 


203 IX -18 


y, análogamente, 
f.. X dx = - COS Xx + Los x - + cos? x+C, 


3 5 1 7 


feos x6x=s0nx ses x+ É sen x- 040, 


Ma E A A 
ua X dx = - COS X + COS' Xx - 57 008 x+ 7 cos xo 


Después se encuentra que 


fo. Xx sen? xdx= foo ps sen? x d(sen x) = 


" 


fo - sen? x) sen? x d(sen x) = 


5 1 4 1 6 
- $ teo? x ces x) disen x)= 7 en E x+c, 


y, análogamente, 


fostx sax 0=-qcoa o roots E 


1 9 


eos sx > een me! 6 x+o . . 


18 - Calcular las siguientes integrales indefinidas 


frota 2 Jue? a A ecu az , foentxo el 
cosh? x senh? xdx- + coshÍ x senh x dx 5 MEL pa dx 
cosh x senh x 


En lo que respecta a las primeras seis integrales, si uno al menos de los expo - 


nentes es impar, puede usarse un artificio similar al del ejercicio precedente; si, 
en cambio, son todos pares, conviene expresar las funciones hiperbólicas por me- 
dio de exponenciales. 


Se encuentra de ese modo que 


E 
| catza- [Es x= + es 2r A) x= 


E fircoonon om q Cp. a 9 00] COI EOS 
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frenitzas=....- tégomz a 


ES x dx = Jees x - d(senh x) = fon: x +1) + d(senn x) = 


= + sóntÓ x + semhx + e 


Juas 


el PA y E senh 4x senh 2x pl 

de faro as atados Lu + 1 ses a -8 2 +6x)+0= 
EN 

= y sent dx - Pp senh ox + Lx + o ; 


ES x senh? x dx = foo? x senh? x d(cosh x) = 


= feo x(cosh? Xx - 1) d(cosh x) = = cosh? x- + cosh? x FO; 


[coat ax (ES + (02% - 29 t dx 


rro 


Para las dos últimas integrales propuestas se obtiene 


= 2 arctg e* +0 
Ae, fi +1 


x 
2 fe 2 eo = (ver ej. 12) = 
= ey 


pero también se habría podido proceder del siguiente modo (análogo al realizado 


en el caso de las funciones circulares (%)) ; 


(*) En realidad para J dX hemos seguido un método un poco distinto (véase ej. 10); pero 


lo hacemos para RE 
se habría podido proceder como aquí pas RE 
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dx - 
ZE 
de de cosh' 2 
04 a 2 Xx zx zx 
cosh x cosh' 3 * sen Zz 1 + tgh E 
x 
d(teh 7) z 
=2 | ————— =2 arctg (tgh —) +0 
1+tgH? E e 
2 
_ 
se de coshrE dish $) 
(21) = Y —_— Y] AA OA 
nh pe. E 2 tgn E ES 
senh x 2 cosh 2 senh 2 tgl 2 tgh 2 
= log tgh + 0 


.Es fácil ver que los resultados (2) y (2') son cu1eidentes. En cambio no hay 


coincidencia formal entre (1) y (1') ;¿cómo se explica?. La explicación es muy 


x 
simple: las dos funciones arctg e , Aarctg (tgh E ) = arctg = = difieren 
+ 
en el valor constante z , Como dejamos al lector demostrar. 


19 - INTEGRACION POR PARTES (ver "Lecciones", Cap. IX, n0 8). 


Calcular las siguientes integrales indefinidas: 


Y) paz: O) [oo texas 6 Passes ; 


cosh? x 


(4) | uesnenx o 5 (5) Jepezóa (6) fi ax? +bx+c dx 


Todas estas integrales pueden fácilmente calcularse mediante una integración 


por partes. En efecto; resultan: 


m0) == Z Jracenaoxunx - fun dx = 
cosh? x 
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IX - 19 
=xtghx - PEE sexi ox 0 a 
cosh x 
a+l a+l a+1 
7 x x 
(2) foruenas | rx a js log x - a 
a+l a+l at * 
a+1 a+1 7 
= E log x - E +e MU 
a+1 (a+ 1)? 
n+1 n+1 n+1 
(3) fe arctg x dx = aras «de )= Es arctg Xx - y Ea, 
n+1 n+1 n+1 x+l 
y, observando que se tiene 
2-1 
(my? xs (ay? (si n es 
A Ps) 
z = E IS Huaen + 
x +1 n-1 'n+1 
m7 +? (si n es 


x +1 impar), 


se concluye que 


n+1 
Jeracoara- X arctgx -— | = 
n+1 n+1 


qa e 2 1 2 
a? E a toga +1) 
di n-1 n+l 

17 x+(1) 2 arctgx 


(4) j arcsen x dx=xarcsenx - HA Xx arcsen X + v ES 3 
ds Vi -X 


6 a 
1-x 


- aresenxX - 3 
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ef > 1-2? arcsenx+c  ; 
No a , 


ES +bx+c dx= x Vax? + bx +0 - | 25 a E 
Va? +bx+c 


de donde, tras observar que 
x(2 ax + b) = 2(ax? + bx +0) - (bx + 2c) 
puede escribirse 
Es +bx+c dx = xV ax? + bx +c sb +bx+c dx + 


y EME 
2 Nao. ax2 + bx +0 
y Sucesivamente 


ES +bx+c dx= Vadrmro ++ lscial 


+ Va +bx+o +0 
llevándose así el cálculo de la integral (6) al de una integral del tipo considera — 


do en el ej. 15. 


Aplíquese este método al cálculo de tres integrales (cfr. ej. 15) : 
fu FX, a ÉX, fr de 


20 - Calcular las siguientes integrales indefinidas: 


0 e o) fauna : 6) === 
V alt x2 COS X+X SENX 


Para la integral (1) se tiene 


j dx 1 patióhra 1 dx 
——y => | x- a 
Ñ al 1x2 a? Ñ a2tx2 al alt x2 
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+L f: ==) 
a? Va?+ x2 


y realizando una integración por partes en la segunda integral 


de 25 1 x == 
—= eds 
Valz x2 V2zix 2? ali ETA 


se obtiene así el resultado ya obtenido por otro camino en el ej. 8. 


Para la integral (2) vale un procedimiento análogo: 


1 e dx = fam y 2% dx = 
cos? x 


2f 


ca gracia fa Zu tgx+c 


Para la integral (3) es necesario tener en cuenta que d(cos x +x sen x) = 


tg x dx + | +sen- 


=xcosx dx y escribir 


J 


x d(cos x +x senxX) _ 


2 
| - 
COS X +X Sen Xx cos x (eos x + x sen x)? 


x 1 
--/ aji 
cos Xx COS X +X sen x 
Xx 1 1 COS Xx + 
=- A a 
COSX  COsx+xsenx COS X +X Sen Xx cos? x 
x Y senx-x 
=- A A O AECA 
CoSX  CosxX+xsenx COS Xx +x sen x 


21 - Calcular las dos integrales indefinidas: 
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Z fresa E E 


Con una integración por partes, se obtiene 


arcsen x SeroBEnS 
Il, =xée [| === de 
1 
V1 -2 


y, análogamente, 


Jasa 1 -x2) 


= x edresenx _y 


2 


a 
2 ¿Arcsen x 


la = Yi -x + 
arcsen x 

+ fu 2 
1-x2 


=>-N1.-x32 gAresenx, L dl 


Con las dos ecuaciones obtenidas con L e 1, como incógnitas, se deduce 


2 


L= 


5 er Va 25 ¿2rCsenx, 


1 
+ e- Vi -x> ¿Arosen x HG 


22 - Calcular las dos integrales indefinidas 


n= | o"cospxas 5 19 | 07% sen px as 


Es posible utilizar un procedimiento similar al del ej. precedente y obtener 


A dex  L ax B 
1 fo px dí(e Ural eos Px+-7- Lh 


. 
' 


E a ax, 
a freno d(e 2) 


1 ax 
Le” sen px -—I 
z ex-Lx, 


De estas dos ecuaciones lineales en 1, e 1, se obtiene 


7 (acosf x + Psenp x) +0 , 
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y ax 


224 pl 


(asen Bx- Poos px) +0 


23 - FORMULAS DE REDUCCION. (ver "Lecciones", Cap. IX, n 8). 


Obtener fórmulas de reducción para las integrales 


1 > ona 
m,n 


donde m,n designan números enteros (positivos, negativos o 


nulos). 


Puede escribirse, suponiendo nf -1 ; 


E n+1 
Imin* for d x d( Hen TE, E) = 
» 


n+1 


n+1 n+1 
1 2 
= cos xx. 2 f A a (m - 1) cos” x(-sen x) dx = 
1 


1 5 -1 E 
= cosMl y sept, Y (1 - cos? x) cos"? x sen” x dx 
n+1 n+1 


o sea 4 


(+1) L, . = cogi xs (m9 1) Ly 9 97 DL y 


y, entonces, 


(m+m)L, cos x sen (m 1) Lp, a) 


-2,n . 


Observemos que esta fórmula también vale en el caso que se ha excluido n = 


con tal que sea m1 . Enefecto; si m H1 , n=-1 la (1) equivale a la 


2 e . cosM-2 y 
(m -1) SREZ aataino Y LE as 


sen x 


que se transforma de inmediato en la fórmula 


cos" 2 x sen x dx = - 05 z : 
m-1 


Entonces la (1) vale en todos los casos salvo cuando m=1 , 


TÉ A€A---A22 


n=-1 
Cambiando el papel de las funciones cosx , senx y repitiendo el procedi- 


miento se llega a la 


(+0) Lp poco a (a DL a (2) 
válida con la única excepción m=-1 , n=1 

Si los dos exponentes m,n son ambos positivos o nulos, las (1) , (2) pro- 

porcionan dos fórmulas de reducción. Por ejemplo, si m>0 , n>0 , la 


(1) traslada el cálculo de Ln a al de mn -2, e E aplicándola por segunda vez 
» » 


(con m-2 en lugar de m) la lleva al cálculo de 1, y así sucesivamente 


m-4,n 

hasta llegara 1, , 02 ly, -A estas últimas se puede después aplicar la (2) 
, » 

lescrita con m=1 o m= 07 hasta llegar a una de las integrales inmediatas 

L, 12. K, o» Lo, 1. Lo, o - Pero este procedimiento recurrente no es el 


más oportuno, pues es más simple seguir los métodos indicados en el ej. 170 en 


el Cap. XI, ej. 45. 


Las (1) , (2) son sin duda útiles cuandó al menos uno de los 


exponentes m,n es negativo. En efecto; de tales fórmulas se obtiene 


o también, cambiando m por m+2 enla primera y n por n+2 enla se— 


gunda; 
1 m+l n+1 m+n+2 
Lyn TT oe A go (mi -1) 43) 


1 m+1 n+1 m+n+2 
Lyn o e O 04D. (% 


Sim<0 , n3>0 la (3) traslada sucesivamente el cálculo de LA al 
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de lm+2n » Ind, +. hasta llegar a lon %2 L3jn + Se conti — 


nuará después con la (2) llegándose a una de las cuatro integrales loo » Lo 1 


Lo » ha 
Si m>30 , n<o0 seaplicarán, en cambio, la (4) y la (1) llegándose en 


definitiva a una de las integrales L, 02 . ol L, sy a h 57 


Sim<0 , n<o0 eluso sucesivo de la (3) y de la (4) permite reducir 


el cálculo al de una de las integrales 1 E 


me Y, 


0,0 01 >» Eo» Lia 


En todos los casos se llega a una de las ocho integrales 


lo,0=X ñ Lo, 1 = - cos x , L,o= senx 5h 1 = 108 tg $ ; 
Ly, o= los t(E- E 5 L =logsenx ; 1, ,=-logocosx ; 


La, 17108 tgx S 
de modo que todas las integrales que hemos considerado son calculables de modo e 
lemental. 
Naturalmente el procedimiento descripto puede abreviarse mediante modifica cio 


hes oportunas. Por ejemplo, enel caso m< 0 , n>0 ,una vez llegados 


gracias a la (3) a tener que calcular L, 5 E 1 es más fácil calcular L di 
» » 


1,n 


con los métodos citados en el ej. 17 e IL con los métodos de integración de 


las funciones racionales de las que hablaremos en el Cap. XIX , ya que se tiene 


Cos x sonia 2 


Í a n a 
Lan] as Sa a (sen x)= fa UE, 
S 1 - sen" x 


Análogamente en el caso m >0 


Lm,0 92 


m 
EMS (a fro dícos x) 
a. 2 
sen X 1 - cos” x 


Por último es necesario tener en cuenta que, si en el curso del cálculo se encuen 


n<o0 , tras haber llegado con la (4) a 
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tra una integral del tipo h-1, h=1 (es decir, con suma de los índices iguala -2) 

el cálculo resulta inmediato ya que (cualquiera sea n positivo, negativo o nulo): 
- l cotg” x (si n20) 


E Jena” dícotgx)= 


-logcotgx (sin=0) , 
como por otra parte podía también obtenerse de la (1) ode la (2) si se supone 
m+n=0 , , 

Aplicando los procedimientos ahora descriptos u otros artificios oportunos , se 


tiene, por ejemplo: 


4 
E 
ju dx=tgx+ —h cos x senx - Lx +o a 


cos” Xx 
5 

f A o A cos? x +2 log cos:x +0 ; 
cos? x 2 cos? x E 
cosó x dei de 8 x 
——— dx = —cos' x+—cos x+c08 x+log tg —+c  ; 
sen Xx 5 3 2 
cos? x 1 1 
A O 
sen” x 5 sen” x 3 sen? x 

S L 5 5 cos Xx 

 ———>> + ———á>— LL, 

cos da 3 cos? x sen? x 3 cos x sen? x 2 sen? x 
5 x 

+ —l e 3 
2 o8 tg 2 

J dx 3 1 dp 2 8 cos x 
cost x sen* x 3 cos? x sen x cos x sen? x 3 sen? x 


16 cos x 
- ——= +0 


3 senx 


dx E Al 5 15 
AR n ES ye E 
cos” x sen” x 4 cos” x senx 8 cos? x sen x 8 senx 
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fat LA ogg 


E 
cos” xsenx  4cos x  2c08 Xx 


24 - Realizar un estudio análogo al del ejercicio precedente 
para las integrales 


,n 


1 = Secas” x senh” x dx 


25 - Establecer una fórmula de reducción para la integral 
af (log xy dx, 
donde a es un número real y n un entero no negativo. 
Con una integración por partes, en la que se asuma xXx % dx como factor dife - 
rencial se llega a la fórmula 


a+l 


dE (ada), 
a+l a+l 


h= 


que es precisamente la buscada y la que, tras aplicarla sucesivamente, traslada el 
a+1 


cálculo de 1, alde 1,= 
a+l 


Nótese, además, que para a=-1. se tiene 


26 - Calcular las dos integrales . 


. 
lao Jero orpras ; TS > 
donde n es un entero no negativo, 4 y números reales, 


Con una integración por partes donde se asuma e AX dx como factor diferen - 


“cial se encuentra, si a 0 : 
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12 100% cos px + A A 
B 
a 


y de estas dos ecuaciones lineales en 1, , J, se obtienen después las 


=P cos Bx+ sen Bx) - 
la az, p? da pe P 
a 12 
MA hat z 
a +B ac+p 


(1) 


a— La 7 _ 7 n-1) » 
+ a+ 
las que, como es fácil verificar, valen también para «a =0 (con tal que sea 
pro). 
Puesto que L ,» Jy Son conocidas (ver ej. 22) las (1) aplicadas sucesiva- 


mente permiten calcular L re EN para todo valor entero positivo de n 


27 - Calcular las dos integrales 
lo jaen É 1 foot as 
donde n es un entero no negativo y a un número real. 
Consideremos la integral I, para la que puede escribirse, ante todo, 
L -S. AX ¿ogtr2 x(l - see x) dx = Ip-9 - f: A o a sen? x de 
Si en esta última integral se realiza una integración por partes asumiendo como 


a n-1 
factor diferencial cos"”2 x sen x dx = d(- TE , Se obtiene 


n- 
n-1 
zz Ze %X ( asen x + cos x) dx = 
A y 
Le 
n- La 
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a ax n-1 
n-1 


Efectuando todavía una integración por partes, se obtiene 


Ae sonx+l,9- 


m=1 a'=1 n 
2 
AS a -m 
n(n - 1) 
y, resolviendo respecto de I, tendremos 
AX ¿ogn=1 1 y 
1, + LE sen x + acos x)+ 202 y, , WM 
n2+a m4 a? 
Análogamente se obtiene 
e gol y n(n - 1) 
a e dn-2 (2) 
n+a n+a 


Las (1) y (2) trasladan el cálculo de las integrales consideradas al de L 7 Y 
(ver ej. 22) o al de L ó Jo (inmediatas). 


Otro método de cálculo de Lh ” EN será proporcionado en Cap. XI, ej. 46. 


28 - INTEGRACION POR SUSTITUCION (véase "Lecciones", Cap. IX, 
no 9). 


Calcular las siguientes integrales indefinidas 
a 2 
a) ff. e Eo of a 


(4) 
o | == 
La integral (1) puede calcularse con la sustitución x= a sent * que la transfor 


ma en 


2 2 2 2 
Pet a cmordima fot d 
sen t 


asent 
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-2f : 
sen t 


pero de la sen t= E sigue cost=L Va? a? 5 e +- 


por lo que en definitiva la integral (1) vale 


ade EE AE EA : (m 


x 


- sen t) dt=a (log tg L +c0s t)+0 ; 
2 


Las integrales (2) y (3) se pueden calcular con la sustitución x=acosht , 


obteniendo así, respectivamente 


[EAT a sema $ sent (2) 


2 2 2 
= 2 E e pe pe = 
== (cosh t senh t -t)+ce z E E 1 - arg cosh 2 eS 


=hx xo -a? al dog ex + xa )k 5 


Val cosnZt al 2 
ES Ese E aseado | 20nó Lar 


acosht cosh t 


28 om - 1) dt = a(senh t - 2 arctg el) +0 = 
cosh t 


- 2a arctg zz 


Para la integral (4) , realizando la sustitución x=asenht se encuentra (cfr, 


ej. 20): 


acoshtdt_ AL 


E 
Y a2 +22 semn?t a 


Análogamente para la integral (5) : 
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PAra a com 00 coto $ 00 (5) 
a senh t 


xa da 


7,3 
=Nxó+a” +atg 22 0 
x+a+ x2 +2? 


Por último, para la integral (6) conviene poner x=tgt y se encuentra 


ez 2 Jtsenrac y «ent 009 9 00> (6) 
14121? NE a 
Lore OS 


29 - Dar un procedimiento de cálculo para las integrales de 


los dos tipos siguientes: 


2 
f 220 j a | 25, e a 
(ax + b)* (ax2 + b) 


donde P es símbolo de polinomio y A es un número real 


arbitrario. 


En (1) conviene realizar la sustitución ax+b=t que transforma dicha inte- 


t-b 
RON RO 
a mo 


que es una integral inmediata puesto que, tras haber ordenado P( Y 


gral en 


dt : 


) según 
las potencias de t , la función a integrar resulta ser una combinación lineal de: 
términos del tipo 5% (con k entero positivo o nulo). 

Análogamente para (2) que con la sustitución ax2+b=t (que implica xdx = 


= +, queda transformada en 


t-b 
pz, 
Se ts dE 
2a e 
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Se tiene, por ejemplo: 


xo +x+1 CENAS HS 3 
dx = cao- $ 
E Fis 


3 
> fudrart ida - 28.0 +6t+0- 


NN E A 


ac faraón de cl fig EN 
2.3 


+22+4h)+c- 


a Pa +0 . 


21 (¿estiba 
=7 (satis) dt= —( 


A e 


5 


fo 


30 - CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS. (ver "Lecciones'|Cap, 
IX, n0 11). 


Calcular mediante integraciones por partes las siguientes 


integrales definidas: 


e xr 
m0) S JR dx; (2) S A senxdx ; 
ES 0 
3 1 
(3) S arcsenx dx ; (4) Ji x? arctg x dx 
0 0 


y, entonces, 


31 - Calcular la integral definida 


x 

Zz 
1 5 sen” x cos” x dx 
m,n 


donde m,n son enteros positivos o nulos. 


Observemos previamente que se tiene 1 =1 ya que, valiéndose de 
m,n "nm 


sustitución x= z -t_ puede escribirse 


x 
E m O m 
1 = sen xcos xdx=- ll cos tsen  tdt= 
n,m lo 


2 


a 
E E ; 
= A = 
sen tcos tdt I,n . 


la 


221 IX - 31 
Basta entonces considerar los dos cásos siguientes: 19 m,n ambos pares; 2) 
m cualquiera, n impar 


En ambos casos se tendrá para n > 2 (cfr. ej. 23): 


r X 
m+1 2 
Si sen' x 
pe “? | cop y DA + 
, m+l 0 
x 
2 
n-1 m+2 n MEE 
— sen Xx COS x dx = In+2, n-2 
m+1 %0 mel 
Aplicando sucesivamente esta fórmula se tendrá 
n-1 
Ln, n- hn+2, n-2 » 
m+1l 
n-3 
'm+2,n-2 7 'm+4,n-4 , 
+3 
(en el 19% caso) 


(en el 22 caso) 


y, entonces, multiplicando miembro a miembro 


(M1) (0-3) (MB) ooccnccconano 1 er 
o A en 1 A. o AA 
a) m3 midmai3)ma+5...(mia-1) Mn,0 (en el 1%” caso) 


(a - 1) (n -3) (n-5) o 
(2) 1 PE DA A II E A (en el 22 caso) 
MA m+d)(m+3)m+5)... (me+n-2) Mtn-1,1 


Enel 1% caso, siendo m+n par, se tendrá (ver "Lecciones", Cap. IX, n% 


11): 


1-3-5..(min-1) 2 


hn, 0 = TEA , 


2-4-6...(m+n) 2 
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mientras que, en el segundo caso; 


3 
- m+n 
f AS = 2 


mn 0 me+n 


wie 


Imnn-1, o 
Por lo tanto, sustituyendo en la (1) y simplificando se deduce: 


e 


[1-3-5...(n-193( TO E áral Ea) 


2-4-6...(m+n) 


0 Lan” 


y sustituyendo en la (2): 


O A AE (en el 22 caso) 


m,n 
(m+1) (m+3)... (m+n-2) (m+n) 
A estas fórmulas puede dárseles otro aspecto si se utiliza el símbolo n!!  (do- 
ble factorial de n , entero positivo) ya introducido en el Cap, I, ej. 4. 


Así de la (1') sigue 


(3) La n= MASIA BJ. E (si m,n son ambos pares) , 
- (m+n)!! 2 


y de la (2') , tras haber multiplicado numerador y denominador por (m-1)!! 


(suponiendo m > 1): 


410: (0= DUE 
(4) 1 = Re a (si al menos uno de los números m,n esimpar) 


(m +n)!! 

Se ve inmediatamente que esta última fórmula mantiene su validez para m=1 
opara n=1 cuando se convenga que or sea iguala 1 

Si además se establece la convención de poner (-1)!!=1 las (3) y (4) se re 


ducen para m=0 alas fórmulas ya vistas en "Lecciones", Cap. IX, n% 11: 


x 
iS = EDAR + (si n es par) * 
cos” x dx 
0 aye (si n .es impar) 


5 


32 - Calcular la integral definida: 
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b 
1 -f -a?p-xPar o, 


m,n 
a 
donde m,n son enteros positivos o nulos. 


No conviene desarrollar las potencias indicadas para reducir el caso al de la in 


tegral de un polinomio; es preferible realizar la susti tución 


x=b+2 , D-2 cos 2t S 
2 2 
de la que sigue 
x-a- 22 (A + cos 2t) = (b - a) cos? t , 
pex (1 - cos 2t) = (b -a) sen? t ; 


dx = -(b - a) sen 2t dt 5 


mientras que los extremos de integración a y b se originan para t= tz y 


t=0 respectivamente. Se tiene, entonces 


o 
.. E os. al seno tp -a) sen2tdt= 
E X 


mind [22m 2m+1 
= 2(b - a) cos tsen tdt 
0 


y, aplicando la (4) del ejemplo precedente 


men+1 (2m)! (2m)11 


Ln. n= 20 -a 
2,2 y (2m + 2n + 2) 


33 - Calcular con oportunas sustituciones las siguientes in - 


tegrales definidas 
a a 3 

O) S Vii? a 2) paa 
0 1 


Con la sustitución x=asenht se encuentra 
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a arg senh 1 arg senh 1 
(1) ón Vita f Y 22 +22 semh?t - a cosh tdt = a? f cost t dt= 
0 0 


0 


al - 
= 22 cosht seña +1 


arg.senh 1 2 
: ] 


=> [ (2 + lg a+ 2) ] 


habiéndose tenido en/cuenta que arg senh 1 = log (1 + y 2) 
2 


0 


Para la otra integral, con la sustitución 1+x=t% se encuentra 


3 2 
2 
2 a 
| Vis de 2t2 de [ 22106 1 :] a 
x +1 y 
1 


2-1 VE 


007 ets EL 0 [rot ED, 
2 +1 


34 - Demostrar que resulta 
a a 
S 69 0x= [£0) +£(-x)] dx, 
-a 0 


y en particular 


a a 
S f(x) dx = 2 S f(x) dx (si f(x) es función par) 
-a 0 

a 
Í f(x) dx = 0 (si f(x) es función impar). 
-a 


“a 
de las integrales del 2% miembro la sustitución X=-t ;.... 


a 0 a 
Escríbase S £(x) dx = S f(x) dx + É f(x) dx y realícese en la primera 
a 0 


35 - Demostrar que si f(x) es función periódica, con 4 co- 
a 

mo período, la integral S f(x) dx tiene un valor indepen— 
a 


diente de a 
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aro w 
Basta demostrar que f f(x) dx = S f(x) dx . Con ese objeto escríbase 
a 0 4 
a+ 0 w aru 
f £(x) dx = S £(x) dx + S f(x) dx + hi £(x) dx 
a a 0 w 


y en la última integral realícese la sustitución x=t+4W ; teniéndose en cuenta 


que £(t+w)=£(t) Zpor la periodicidad , se llega al resultado buscado 


36 - FORMULA DE WALLIS. 
Al variar x en 5) se tiene 0 <senx < 1 yentonces, para todo en 


tero positivo: 


sent x < gen? x < enn y 
Sigue que 
x X z 
A 2» 2 
sent x dx < send <] see xx 
0 0 0 
vale decir, por los resultados del ej. 31 : 
20)! 1 20 -1)1! 2n - 2):! 
(2n) E 1) Z 2 PA ) 
(20 +1)!! (20)11 (2n -1)!! 
Esta doble desigualdad equivale a la 
20 Cen-m1? a 
A TETAS a 1 
2n+1 (20 - 2)!! (2m)!! 


Para n-—o0 el primer y tercer miembro tienden a 1 yde ahí se deduce 


2 
leo 1” 


lim =1 j 
n—% (2 -2)11 (2m)11 2 
osea la fórmula de Wallis 
en lim Cn - 2)! (2m)11 


2-2 [6n-apu]? 


que puede ser utilizada para el cálculo aproximado de X 
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37 - APLICACIONES AL CALCULO DE AREAS ( ver " Lecciones" , 
Cap: IC, 2% 3 y 141), 


Demostrar que, si Xo + Xp» Yo»... Son números positi- 


vos que forman una progresión geométrica de razón q >1, 


los rectanguloides h ” T a E y... relativos a la hipér- 
bola equilátera y= = y bases los intervalos [ xy, Xx], 
[x1,%2] + [ %2.%3 ] + --- respectivamente, tienen todos la 


misma área. 


En efecto; para k=1,2,3,.... 


Xx 
k Xx 
área In pl X - log E = log q 
x 
*k-L 


38 - Demostrar que el área de un segmento parabólico es ¡- 
gual a los + del área del triángulo por él circunscripto. 

Segmento parabólico es la región plana limitada por un arco AB de parábola y 
de la cuerda relativa AB , mientras que el triángulo circunscripto tiene por la- 
dos la cuerda AB y las tangentesen A yen B ala parábola, 

Si x2=2 py es la ecuación de la parábola y a,b las abscisas de los puntos 
A,B (con a<b ), la ecuación de la recta AB resulta ser (a +b)x -2py- 
-ab=0 .El área del segmento parabólico considerado S se obtiene como dife- 


rencia entre el área del rectanguloide que tiene por base el intervalo [ a,b a 


relativo a la función y= By y el área del rectanguloide que tiene la 


x2 
misma base y relativo a la función y= > . Entonces 
adn p (A +b)x ab y, a PL boa 
le 2p A e 12p 


El triángulo circunscripto T tiene el tercer vértice C(E,1) enel polo de 


la recta AB (respecto de la parábola). La polar del punto C , de ecuación 
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EX -py-pn -=0 debe coincidir con la recta AB  yentonces se tendrá E = 


= 275 .n- = , de modo que, por una conocida fórmula de la geometría 


analítica resulta 


a a2/2p 1 


Área r=+ (a+b)/2 ab/2p 1|=.... 
b b%/2p 1 


Y entonces efectivamente es área S= > área T 


39- Calcular el área de la región plana T limitada por la 


2 


parábola y=x” y la normal a la misma en el punto de absci- 


sal. H 

El 
Dicha normal tiene ecuación + (3-x) 

y encuentra además a la parábola en el 

punto  (- 3 pa 2) . Razonando como en 


el ejemplo precedente se encuentra 


X l, 
área T= S L dx - [a 


3 z 
2 
3 1.2 3 A 
PA e. LE. ¿E . 
2 4 3 3 48 2 
- - 
40 - Las dos curvas Fig. 38 
C1) y=3x2-2% ; Ca) y=1-3x+6x2 -4x0 
y el eje x limitan dos regiones planas un a T ; calcúlese 


sus áreas. 
Un simple estudio de las dos curvas lleva a la fig. 39. Es evidente que las dos 


regiones T 7 T recubren en conjunto el rectanguloide que tiene por base el in 


tervalo [ o, z ] y relativo a la función 3 2-2 , de donde 
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el 


Fig. 39 


3 2 3 3 1.1 3 27 
área T, + área T, = f (3x E qx E = 37 
El área T, es suma de las áreas de dos rectanguloides : uno de base | 0,1] 
y relativo a la 3x2-2x ; el otro de base [fs] y relativo a la 
1-3 + 6x4, 
Por lo tanto: 


3 1 
tres 7, - || ex 2% + f (A -3x + 6x2 - 4x3) dx = 
0 4 


3 á 
[2-2] [«- 22.20 -] ¿EL 
2 - 32 16 32 


27 
área D= 33 - 37 = 16 


41 - Calcular las áreas de las dos regiones según las cuales 
la recta x+y-1=0 divide la limitada por la elipse 4x%+y?- 
=4 

La recta y la elipse consideradas se encuentran en los. puntos A(1,0), 


B(- ¿ Ea ¿, (ver fig. 40). Se ve inmediatamente que 
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3 
£ e 2 
área T, = , Vi-x dx - 


5 


1 . 
- E (1 -x) dx = 


"3 


3 1 
2 
> [Yi sarosenx= x+ 3 | 5 


E 
5 


et 


ae te 2 
7 75 taresen < 


Teniendo después en cuenta que el área 


“e 
( Fig- 40 


encerrada por la elipse (de semiejes 1 y 
2) vale 2NM se obtiene 


área T, =2N - área T, = a +H -arcson 


42 - Calcular el área de la región plana T encerrada por la 


2 


curva de ecuación” («2 - by)? -al x?-y?%=0 , (a>0 , b>0 


La curva es simétrica respecto del eje y . Su ecuación puede también escri - 


birse 
mty 2 am) y? 0 100) 
y resolviendo ésta respecto de y o también respecto de x2 se obtiene 
o E (2) 
ac+b 


2 lar 2pyta Varay o-y 


y de éstas es fácil deducir las condiciones bajo las cuales se permanece en el cam- 


poreal Var s Vataa?, to- Va ey <40+ 1203 


Para x=1V22+p? setiene y=b ; para y-705 a+p?) se 


tiene *- Val + p? (WVal+o? 7 b) 
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Además de la (1) resulta que la curva tiene un nodo en el origen con la tangen 
ax . Tras esto se ve sin dificultad que la curva en cuestión tie 


ti E A 


ne un comportamiento como el descripto en la fig. 41. 


A bAisteb 


Fig. 41 


Consideremos la parte T, dela región T que está situada a la derecha del 
eje y . La misma está totalmente sobre la recta y=m /con m=2( «| al +p27 
y de ahí que imaginando dicha recta como eje de abscisas, se ve que el área de h 
puede obtenerse como diferencia entre las áreas de los dos rectanguloides de base 
[ 0, y a? +b? 1] , relativos a las dos funciones y¡()+m , y (x)+m don 
de Y (x) e Ya (x) indican las dos funciones proporcionadas por las (2) .Se tie 
ne así 


y asp? fi al? 


área T=2 área T, = 2 Prima [ yate) +m] dx fp = 
0 


Va2s0? 
x Val+b2 2 x= 


2 [date 
a? + p? 


-Hha Va? sv? 


43 - Calcular el área de la región T encerrada por la cur - 


va definida mediante las ecuaciones paramétricas 


= cos t y = eos? t + sen 2t . 
La curva considerada es cerrada puesto que x e y son funciones periódi - 
cas de t . Eliminando el parámetro se encuentra la ecuación cartesiana y = 


xt 2x al 


o también 5 x-2 > yá + y =0, Proceda ahora 


el lector como en el ejercicio precedente: encontrará que la curva está contenida 


Vs +1 


en el rectángulo -1<x<1 , - <y << que tiene un no- 


do en el origen con las tangentes y=% 2x , etc...., concluyendo que 


1 
área T=2 f ax Y 1 AS A 
0 


44 - Calcular el área del lazo formado por la curva de ecua- 
ción 
ly 
e-12a +27 [ (0-88 +y2] =0, 
La ecuación escrita se transforma de in- 


mediato en la x3-9a(x2-3y2%=0 y 


entonces es fácil deducir que la curva” en 


cuestión tiene el comportamiento que se e- 


videncia en la fig. 42 , 


El área del lazo C es evidentemente el 


doble de la del rectángulo que tiene por ba- 


se el intervalo (0, 9a) y relativo a la fun— Fig. 42 
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, teniéndose en consecuencia 


Sustituyendo Ya -x por t 


0 aya 


área C = at -e) dt- 


(9a - 2) t(- 2t dt) = 


31/3a Ya 


— 


45 - Calcular el área de la región plana limitada por la hi — 
pérbola xy+a2=0 y la recta 2x-y+3a=0 , 


Se encontrará fácilmente para el área buscada el valor ad - log 2) . 


46 - Calcular el área de la región plana T limitada por las 
dos curvas 
*yray-a-0 > 2 +4ay -322=0 
Se deberá encontrar 


a 
3 2_y2 E 
área 1=2 f E . 
0 


47 - Calcular el área de la región plana encerrada por la cur 


va de ecuaciones paramétricas x=acos? t z y=asent 


(aste- 
roide; ver fig. 43). 
El área buscada es cuatro veces la de la región Tr indicada en la figura , que 


puede considerarse como un rectanguloide de base [ 0,a ] y relativo a una cier 


ta función y =y(x) tal de tenerse 


y( cos? t=a sen? t 
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a 
De aquí que área T=4 S y) dx, 
0 ly 
transformándose esta integral mediante 


la sustitución x=acos?t y teniendo 


en cuenta la (1) en 


0 
Área T-4 Í. asentt «(Sa cos” t sen tdt 


* 
2 2 4 2 
=12a sen” tcos” t= (ver ej.31)= 
0 
1202 B416 LG, Fig. 43 
6% 2 8 
48 - Dada la curva C de ecuaciones paramétricas 
x=r(t-sentcost) , y=4rsent , (r >0) (1) 
calcular el área de la región plana encerrada por el eje 3 


y el arco de C cuyos extremos corresponden a los valores 
0 y N del parámetro t 

El arco considerado tiene el comporta - 
miento de la fig. 44; nótese que es simétri 
co respecto de la recta x= a ya que, 
cambiando en la (1) t en NX -t la x 
se cambiaen  Sr-x yla y perma- 


nece inalterada, 


La región T esun rectanguloide que 


tiene por base el intervalo [ 0, %r-] y 


Fig. 44 


relativo a una cierta función y = y(x) no dada explícitamente, pero de la que se 


sabe que 
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y [ r(t -sentceos t) ] =4 r sent ¿ (2) 


nr 


Se tiene área T= 2/ y(x) dx . Realizando en esta integral la sustitución 
0 


x = r(t - sentcos t) y teniendo en cuenta la (2) se obtiene 


Xx 1 


2 z 
área r=2 f 4 r sent - 2r sen? tdt=16 12 f sen? tat=1612 4-2 p2, 
0 0 


Otros ejercicios sobre integrales se encuentran en los Cap. X, XI, XIX. 


CAPITULO X 
Otras nociones de cálculo diferencial 
e integral para funciones de una variable 


1 - CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD (ver "Lecciones", Cap. X, 1P51, 2) 


Consideradas las funciones 


y=ac0s x+senx a (1) 
y=x+a log (1 +x) ; (2) 
y=(1+ax)e* ; (3) 


determínense los valores del parámetro a para los que las 
curvas correspondientes tienen, en el punto x=0 ,su conca. 
vidad hacia arriba, hacia abajo o presentan punto de infle — 
xión. 

Para qué valor de a la curva (3) presenta su concavidad 


hacia arriba en todo el intervalo [0,5] 2? 


2 - INTERPOLACION LINEAL. 

Sea f(x) una función definida en un intervalo [ a,b ] ysean A [a, f(a)] y 
B [ b,£(b) ] los puntos extremos del diagrama de la misma. La recta AB es, 
por otra parte, la representación gráfica de la función lineal 

Elx) = Ela) + OS e -a) 
y en muchos casos (sobre todo en el uso de tablas numéricas) se tiene ocasión de 


sustituir al valor f(x) con el valor aproximado g(x) . Se dice, entonces , 


que la f(x) secalcula en [ a,b] mediante una interpolación lineal; 
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procediendo así se comete un error 

R(x) = f(x) - 8(x) 
que, en general, es nulo sólo para x=a y x=b 

Deseamos dar una valoración del error R(x) , suponiendo que la f(x) admi 

ta derivada primera y segunda en todos los puntos interiores de [ a,b ] Se tie 
ne al respecto el siguiente teorema: 
I - Bajo las hipótesis hechas, a cada punto x interior de 
[a,b] puede asociársele por lo menos un punto E , tam — 
bién interior de [ a,b] en el que resulte 

200) = Elx a) (a DJ EMB) a) 
Dem. Consideremos, tras fijar un punto x (a<x<b) , la siguiente fun - 


ción de la variable auxiliar u 
(Wa A 1 
F(u) = £(u) - g(u) - (u - a), (u - b) EEN 
en la que observamos que resulta F(a) = f(a) -g(a)=0 , F(x)=f(x) - 8(x) - 
-R(x)=0 , F(b)=£(b) -g(b)=0 . Por el teorema de Rolle existirán un punto 
XxX (con a<x,< Xx) yun punto Xy (con x<x2< b) tales de resultar 
Pu) =0, F!(xo) Sd Aplicando todavía el teorema de Rolle se llega a que 
existe un punto. g (con x,< ES X2) en el que resulta F"(5E)=0 
Pero, teniendo en cuenta que la derivada segunda de g(x) es idénticamente nu 


la 


Fr(u) = f"(u) - 2 EHRAE 


$x - a) (x -b) 
por loquela F"(E)=0 se traduce en la 
a RBA. ; 
(« - a) (x - b) 


osea la (1), que es lo que queríamos demostrar. 


De la (1) sigue, obviamente, este otro teorema; 
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I - Si en todo [a,b] es f"ix) >0 /f"x)< 07 elerror R(x) 
resulta siempre negativo Lpositivo 7 o sea que la interpola- 
ción lineal proporciona para la f(x) valores aproximados por 
exceso / por defecto 7 us 


Haciendo además la hipótesis de que la f"(x) esté acotada en [ a,b] 


|) | gm , 
(6 -a? 
y teniendo en cuenta que — | (x - a) (x -b)| < eS , Sigue de la (1) ; 
Ire) |< Fe-aém. o) 


Consideremos, por ejemplo, una tabla de logaritmos decimales que proporcione 
los logaritmos de los números enteros n  . Poniendo log,y B= A A 
log¡py (n+1) = Aj y deseando conocer el logyg (n+0) , con 0<6<1 , se 
suele precisamente usar la interpolación lineal, escribiendo 

log¡g (2+0) = A+ (Aj - A) 0 ; 
con lo que se encuentra para  logyg (n+0) un valor aproximado por defecto 
(teor. II, ya que la derivada segunda de la función log y X es - mE E < 0). 


Entonces el error es positivo y, por la (2) es seguramente 


log yg e 
R< ed <2G . (ogjpe=0,43...) 
n 16 n 


3 - APLICACIONES DEL TEOREMA DE DE L'HOSPITAL (ver 
"Lecciones", Cap. X, n? 8). 


Calcular los siguientes límites (formas indeterminadas 2: 


x - senx arcsen x -x 
mM im E d e 2 x -arctgx y 


(*) Independientemente de la (1) este teorema puede obtenerse como inmediata consecuencia de 
los teoremas II y III de "Lecciones", Cap. X, n% 2 
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(8) lim E-2ESenx E (4) lim SonE 
x—0 senix —i log sen 2 x 
Se obtiene(”) 
x-senx * 1 -cosx 1 1 - cos x 1 
(1) li = li = — lim ==> 
0 3 0 7,2 3x0 2 6 
Y 


(2) lim -2E0BeDx-x 2 ¡¡m Na 
x—0 x-arctgx x—0 e | 


" 


1 
LE 
(8) lim ELA MRE Ir = 


sen x x—0 3 sen? x - cos x 


x 
a a 
paa | A Vi -x? 


sen” x 28enx cosx 


VZ - sen x - cos x * - cos x + sen x 
ATA lia E 


x—E log sen 2 x xi 2cos 2x 
sen 2x 


=- Lim son 2 x lim PAE 11m ts, 


-—£ Es E 1 5 
4 x=“ Cos“x - sen?x x—q “os x+senx 21 2 


() Los asteriscos puestos sobre el signo de igualdad fndican que, en el pasaje correspondiente, 
se ha.aplicado el teor. de De L'Hospital. 
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4 - Calcular los siguientes límites (formas  indeterminadas 


+): 
Ñ . o log(+2e%) 
(d) lim log, (e -1) , 2) lm ==, 
x—0+ E x>+0 Vir? 
log sen x ds 
6) Um — TE 
x—0+, Cotgx 
Se obtiene 
(1) Lim togz (e -1)=lim PEÍE=D * tim “ 
x—0+ x—0+ log x x—0+ 
=lim e. tim—*—! tim 2-1 
x—0+ x—0% ¿Xy 04 Xx 


(2) 


C08 Xx 
* 
(3) lim pe Lo 1h lim —£2X-— - Lim cosx - senx=0 
x—0+  cotgx 2d a x—0+ 
sen? x 


5 - Calcular los siguientes límites ( formas indeterminadas 


0-0): 
dy 
a) lim tgx - e* ; 
x—0+ 
(2) in log x + log log x : 


(8) lim (1 -x) + tg 4x “ 
x—l 2 
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Se obtiene 
1 E 1 
x 
(Mm X li ez 1 A 
1) _lim tgx-e*= im —É= - 
pd x—0+ cotg x x 2 1 
sen? x 
1 
= lim (LLL lim * -+0 
x—0+ x x—0+ 
log logx_* 
2) lim logx-loglogx= lim —£6X% 2 
A e 1 
log x 
1 
- lim EX - - lim logx=0 +; 
(ssl AMERO: B x—1+ 
x(log x)? 
Xx x al 
(8) lim (1-x) tg = lim 2 lim S 
x—1 2 x—l cog 12 x—1 .£ 
2 2 
2 _1x 
sen 2 
2 21x _2 
y x 


6 - Calcular los siguientes límites ( formas indeterminadas 


0-0) - 


A A 
m A eo > e A 202) 


Se obtiene 
1 2 x?-2+2c08x 
a) lim E 
x=0 "1 -c0sx x X=0 22 (1 - cos x) 
£ tim ——22-2800% o pim 228 
x—=0 2x (1 - cos x) + x2 senx X—0 2(1 -cos x) + 4x sen x+x“c08xX 
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Saa sen x € lim cos x h 
x—0 Grsenx +6 x cos x-x2senx  X“Ol2cosx-8xsenx -x2cos x 
ca 
E 
1-( ex 2 
(2) lim + - cotg? Xx) = lim = 
x-0 yl x=0 y 
dE 
tgx sen Xx “Xx Ccos X 
lim ( =211 = 
0 pr x? xd x? senx 
x sen x 
* lia -2L1m sen Xx “2 um cos Xx a 
son + cos x 2850nX+XC0SX TU3cosx-xsenx 3 


7 - Calcular los siguientes límites (formas 


» 1 ,» o.) 
o mm E mt, 
x—0+ x—0+ 
Se obtiene 
1 
Mm tm ( 537- 11m ¿8xloEÉ A cotgx e = 
X—0+ Xx x—0+ 
+ 
-lim —— y sen x á 
x—0+ - E AE 5 ¿Lim senx d 
=e _ 


lim T 
e a E E 
x—0+ x—0 


indeterminadas 


d 


z 
Lima, 
x—0 
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ek 
ex -1 
lin 2 
x—0 - -14 Lim == -l 2x 
CS E 
1 log(1+x2) log(1+x2) 
7 da O 
(3) Lm (1 + x2)Sen' X =lime Ex _¿ sen* x 
x—0 x—0 
ES 
2 
li Lex lim 2 lim —1— 
* 2 sen X Cos X q Senx x—(0 (1+x2)c0s x q 
8 - Demostrar que 
(1) =2,2. e. , 
a, +2,+ +a 
n 1 2 Ds n 
(2 lim +A. +2))...(1+429,) -x) = ———— 
(2) aL ye y) A+ az) 3 a 
donde 21,47, +.»»2, indican constantes positivas. 
Se tiene 
a Y ¿ ata 
e < n 
log (Aj +ah +... +25) - logn 
nlim 
=e *—0 + E 
n lim 


ná (log ay + log a + ... + log ap) 


=e =2, 22... 2 


(2) Lim (WE +a) +2)... (+2) -x)-= (poniendo x—)> 
AfU+2,5)(+225)...(+2,5) -1 


-= 1  _——_— = 

E-0 E 
La a,(+agE )...(l+23 )+a2(l+2, E Ml+a35)... (+2, 5) 
 . AAA 


870 p AN (ra E)+a28)...(1+2,5)] 0 
ap(+8,5)...(1+2,,5) 

a M/[0+,5)+298)...(+2,5)]% 

+ 


9 - Demostrar que 


2 
a tum(Ve+1 dios . 
x+ 


x—.00 
log(+L, 
(2) limx =1 ; 
| X-+400 
4 
1 
Ñ es(l+:. _. e 
SA E 
2 1 0 
1 PEA [PAE 
Mm ¿im le logar a] 
in 2 P1+x -2c08x-x _ 3 
e py a a 
(arctg x) 


-n 


tgx 
ES 


id 


(6) Lim (arctgx) 
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a A 
x—1 1 -x+logx 


(8) limtogx [toga +x)]2=0 , 
x—0+ 


1 
(2) lim (tgx)PEC08x _ 1. , 
xq 5 
log (1 +x +x2) + log(l -x +x2) 
(10) Lim “RARA ¿ 
x—0 sen? x 
Vier? + Cc08 x - 2 1 
(11) Lim LEE ' 
x—0 12 


" (arcsen xy 


(12) lim BEX y 
x 


1 
x 
2 V A 
d8) ny PS AR A 
x—0 x2 12 


1 
as) tm CES NE, 


x—0' x 


o 
[eo 


3 4 
log 1 - 
(5 Ma CEL 3) =L o. 


l- E 
E [ sen (x-1)] 2 


(2 x + senx - 6 sen Ey 8 
(16) lim CARA NET 
x—0 (2+3.cos x -5 sen £) sl 


2 
10 - Demostrar que, para x—0 ,la función (cos x]8 *_ S 
e 
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es. un infinitésimo del 2% orden. 
Aplicando la regla de De L'Hospital se encuentra que 


2 
lim (cos x)00t8” Xx - 2 
x—0 


de , 
con lo que queda verificado que la función en consideración es infinitésima para 


x—0 


Ahora es necesario probar que él 


2 
(cos 208 Xx 1 
im A 
==0 x? 


es igual a un número finito distinto de cero. Puesto que se presenta la forma inde. 


terminada 2 , Aplicamos el teorema de De L'Hospital y obtenemos 


cotg? x 


2 
FS cotg"x [esop _ 208 Xx 
lim Ms A Ye * lim Len a ze 08908 senx ] 
x0. x? x—0 2x 


2 
2h Lim cosx- lim Z106008x+c0ntx - 
20 *0 x-0 x sen” x 


+ 2 sen x cos x 


lim 
2Ñe x=0 sen? x+3x sen?x cos x 


2 
Li sen x(1 - cos” x) E 


1 
pal x= 
Ve E COS X sen? x(sen x + 3x COS x) 


-—= un == 


Ve E 1+3 E cos x ae 


1 1 
e 


11 - OBSERVACIONES SOBRE.EL TEOREMA DE DE L'HOSPI - 
TAL. 


Debe señalarse que la legitimidad de la aplicación del teorema de De L* Hospital 


en el cálculo del límite de un cociente pd , en el caso de las formas indeter- 
8) 
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minadas — , = , Queda asegurada, bajo ciertas hipótesis, entre las que 
es necesario remarcar las dos siguientes: 

a)la derivada g'(x) es distinta de cero en un entorno del punto (finito o al in- 
finito) al que tiende la x ; 

P ) existe el límite del cociente LM 

g'0x) 
No cumpliéndose una de estas dos hipótesis, el teorema no puede ser aplicado . 


Veamos, al respecto, dos ejemplos. 


Consideremos el 


2 1 
1 x” sen -y- W 
x=»0 log (1+x) 


que da lugar a la forma indeterminada :n . El cociente de las derivadas es 


2xsen 2 -cos + 
x x 
1 
1+x 


el que visiblemente carece de límite cuando x-—0 (con lo que deja de cumplirse 
la hipótesis Pf). No se puede, destaquémoslo, concluir que no exista 
el límite (1). Y, enefecto, tal límite vale, cero, como se reconoce de inme = 


diato escribiendo el cociente considerado en” (1) bajo la forma 


x 1 
-x sen — 


log (1 + x) Y . 


ya que el primer factor tiende a 1 y el segundo a cero. 


Otro ejemplo lo proporciona el 


E 
X +C08 7 x) 


lim _ 
x—+0w ¿Sen x 


(2) 


(x + sen x cos x) 


El cociente de las derivadas se escribe 


2 eos? Xx 
sen x 6) 
e COS X (X_+ sen x cos X + 2 C08 X) 
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y el denominador, por la presencia del factor cosx , se anula infinitas veces en 
cada intervalo del tipo (a,+00) . No verificándose la hipótesis a) no puede 
decirse que sea aplicable el teorema de De L'Hospital. Y, en efecto, se ve fácil - 
mente que el cociente (3) de las derivadas tiene como límite 0 ., mientras que 


el límite (2) no existe. 


12 - GRAFICOS DE POLINOMIOS (”, 
Estudiar el gráfico de la función y=axl+bx+e , con ajo 
-b 4 ac? 


El gráfico buscado es una parábola con el vértice en el punto (- a z 
¿a a 


) 


y eje paralelo al eje y . Además presentará siempre su concavidad hacia arri- 


ba (si a >0) o hacia abajo (se a <o0). 


13 - Estudiar el gráfico de la función y=x2 (1 -x) 

La función considerada está definida en [ -w,+0 ] y se tiene lim y = 
+2 ., in y o o 

La derivada y'=x(2 -3x) se anula para x=60 ypara x= E , resultan- 
do y(0)=0 , yb - + . En el intervalo ([ -0w,0) se tiene y'<0 ,o 
sea que y decrece desde +0 hasta 0 ;enelintervalo (o, 2, se tiene * 
y'>0 yallí y crecedesde 0 hasta 5. ; en el intervalo +0] re 
sulta y! <0 decreciendo y desde hasta -o 

La derivada segunda y"=2(1 -3x) se anula para x-+ y resulta y (h- 


. En el intervalo [ -0, + se tiene y" >0 yel gráfico presenta la 


ee 
Sie 


concavidad hacia arriba; en el intervalo ce , +0] será y"<0 yel gráfico 
presentará la concavidad hacia abajo. 


El punto x= m » y= es, entonces, un punto de inflexión de la curva y 


(*) Para los ejercicios del n% 12 al n% 71 véase "Lecciones", Cap. X, n%> 1,2,3,4,5 . 
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la tangente a la curva en ese punto tiene 


4 1 1 
or ecuación y==x--—=. 
E a 
El gráfico estudiado no tiene asínto — 


tas porque la relación z =X (1 -x;) 


no tiene límite finito para x—t 0 


Véase fig. 45. 


14- Estudiar el gráfico de la 


función y=x(x - 1? 


Procediendo como en el ejemplo pre— 


Fig. 45 


cedente se encuentra que en [ -o, 2 ) 
la y crecede -o hasta e ¡en + » 1) decrece desde 4 hasta 
0 ¡en (1, +0] crecede 0 a +0 

En el intervalo [ -0, 2, la curva presenta la concavidad hacia abajo y en 
4, ] hacia arriba; se tiene, entonces, un punto de inflexión en x = E $ 
y = + con tangente de ecuación y= e + 
15 - Estudiar el gráfico de la función y=x3+3x2+3x 7 a 

La derivada es positiva para x%-1 ,nmulapara x=-1 .Porlotanto la 


y es creciente desde ,-ow hasta +00 yenelpunto x=-1 , y=-8 lacur 


va presenta inflexión con tangente paralela al eje x 


16 - Estudiar el gráfico de la función y=2x" -3x2-12x-5. 
En el intervalo [-0, 1) la y crece desde - 0% hasta 2 ¡en (-1,2) 

decrece desde 2 hasta -25 ¡en (2,+00] crece desde -25 hasta +00. 
En el intervalo [ -00,-]-) la curva presenta su concavidad hacia abajo y en el 


($,+0] hacia arriba, Se tiene inflexión en el punto a con 
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--2,-12 

tangente y=- Xx -< 
17 - Estudiar el gráfico de la función y= ext - 8x3 + 3x2 -6x+4. 

La función considerada está definida en [ -w,+0 ] y se tiene lim y =+00, 

xi 

La derivada y!=6(4x7 -4x? +x -1)=6(x -1) (4x2 +1) se anula solamente 
para x=1 yresulta y(i)=-1 . Enelintervalo .[ -0,1) se tiene y'< 0 
y entonces y es decreciente desde +0 hasta -1 ¡en (1,+00) se tiene 
y'>0 yla y crece desde -1 hasta +0 .Porlotanto x=1 es punto 
de mínimo'relativo (y también absoluto). 

La derivada segunda y"= 6(12x? -8x +1) se anula para x= tz y x= + 

1, - 659 y -0, 1 

resultando y( $ 216 > y( 2 )= E” En el intervalo [ 00, 7) se tiene 
y" > 0 yel gráfico presenta la concavidad hacia arriba; en el intervalo GS — 
se tiene y"< 0 y la curva presenta su | y 
concavidad hacia abajo, mientras que en 
el + , +00 ] vuelve a presentarla ha 
cia arriba, Los puntos E* 67 7 
+ 2 son, entonces, de inflexión y 


las respectivas tangentes tienen las ecua- 


ciones 
50 859 
dr aio TI 
y E . Fig. 46 


El gráfico en estudio no admite asíntotas porque el cociente L no tiene lími 
= a 


te finito para x= . Véase fig. 46. 


18 - Estudiar el gráfico de l? función y=4x*+6x% -15x2 -4x+6, 


Procediendo como en el ejercicio precedente se encuentra que 
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en el intervalo [-w,-2) la y decrece desde +03 hasta -30 > 


1 6405 
'l intervalo o al BE: d 30 hasta ——= 
en el rva! (2, n ) la y crece desde 1024 * 
y 6405, 3 
en el intervalo  ( E> 1) la y decrece desde 1024 hasta 3, 


en el intervalo (1,+0w ] la y crecedesde -3 hasta +00 


Se encuentran después dos puntos de inflexión en (- Z aa 2 des E 5, 


etc., etc, 


19 - Estudiar el gráfico de la función y=x*+4x% +6x2+8x +7. 

Se encuentra que en intervalo [ -w,-2) la y decrece desde +00 hasta 
-1 y que en el intervalo (-2,+ 0 ] crece desde -1 hasta +00 . La curva 
presenta siempre su concavidad hacia arriba (la derivada segunda se anula para 


X=-1 ¡pero no cambia de signo). 


20 - Estudiar el gráfico de la función y=x'-2x% + 6x2 - 90x+180. 
Se encuentra que en el intervalo  [-w,3) la y decrece desde +00 hasta 
-9 yqueen (3,+0 ] crecede -9 hasta +00 . La curva presenta siem — 


pre la concavidad hacia arriba (la derivada segunda es siempre positiva). 


21 - Estudiar el gráfico de la función y=x" (x - 2)? (2x -1) 
Se tiene ip y=+0 . Para la derivada primera se encuentra 
xz 
PES 2 
y! =3x% (x 2) (4x2 -7x +2) +: 


0,x=2, 20 LV 0,9508,... , 2 LEÑA - 


ésta se anula en x 
=1,3903... y resultan en correspondencia y=0,y=0,y=-0,0351...,y= 
LM 


Del examen de los signos de y! se obtiene fácilmente que 
en el intervalo [- (0, 0,3596...) 


la y decrece desde +«0 hasta -0,0351..., 


Fig. 47 


en el intervalo (0,3596,..;1,3903...) 
la y crecedesde -0,0351... . hasta 1,7787..., 
en el intervalo (1,3903...;2) la y decrece desde 1,7787... hasta 0 , 
en el intervalo (2,+00 ] la y crecedesde 0 hasta +00 , 
teniéndose, entonces, dos puntos de mínimo relativo y uno de máximo relativo. 
Se tiene, además, 
y" =12x (x -1) (5x2 - 10x + 2) 


y esta derivada segunda se anula para x=0 , x=1 , x= —_—= 


5 
=0,2254... , x= =E- 1,7746... conlos correspondientes valores 
y=0 , y=1 , y=-0,0198... , y=0,7237... . Examinando los .signos 


de y" se ve que: 
en el intervalo  [ -00;0) 


la curva presenta su concavidad hacia arriba, 
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en el intervalo (0;0, 2254...) 

la curva presenta su concavidad hacia abajo, 
en el intervalo (0,2254...;1) 

la curva presenta su concavidad hacia arriba, 
en el intervalo (1;1,7746...) 

la curva presenta su concavidad hacia abajo, 
en el intervalo (1,7746...:+0 ] 

la curva presenta su concavidad hacia arriba; 
surgen así cuatro puntos de inflexión de la curva. 


No hay asíntotas y se tiene el gráfico de la figura 47. 


22 - Estudiar el gráfico de la función y=x? (42 - 1)? 


Tratándose de una función par basta estudiarla en el intervalo [ 0,+00]. Se 


encuentra que en el intervalo (0, 1, la y decrece desde 0 hasta - = y que 
1 27 
en (5, +00] crece desde 256 hasta +0 
La derivada segunda se anula para x=1 , x= AS =0,256...., 
l= =S 56 z =0,735... yseencuentran tres puntos de inflexión en 
(0,256...;-0,05837...) , (0,735...: - 0,0522 (1,0) 


Naturalmente están además los tres puntos de inflexión simétricos de los pre — 


cedentes respecto del eje y , resultando por tal simetría el punto x=0 punto 


de máximo relativo. 


23 - GRAFICOS DE FUNCIONES RACIONALES. 
J x-1 


Estudiar el gráfico de la función y= 
5 x+1 


La función considerada tiene el punto singular x= -1 , enel que cl límite a 
la izquierda vale +0 yel límite a la derecha vale -«w ,; existe, entonces, la 


asíntota vertical x=-l1 , Se tiene además lim, y=1 yentonces la curva 
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admite también la síntota horizontal y=1 


La dérivada y!= E es siempre positiva y de ahí que la función sea 
(x +1) 


siempre creciente: precisamente en [ -«w,-1) crece desde 1 hasta +0 y 


en (-1,+0 ] desde -«0 hasta 1 


Fig. 48 

A 
e-y 

curva presénta la concavidad hacia arriba en [-0,-1) y hacia abajo en 


Del examen de la derivada segunda y" == se ve, por último, que la 


(-1,+wm ] . Se trata de una hipérbola equilátera (ver fig. 48). 


x? -1x +10 


24 - Estudiar el gráfico de la función 1 
x= 


Se encuentran dos asíntotas, de las cuales una es vertical (x= 1) y la otra o— 
blícua (y =x - 6) 

En el intervalo [ -0w0,-1) la y crecedesde -o hasta -9 ¡en (-1,1) 
decrece desde -9 hasta -«w ¡en (1,3) decrece desde +0 hasta -1 ¡en 
(3,+0 ] crece desde -1 hasta +00 


En [-0,1) la curva presenta la concavidad hacia abajo; en (1,+0 ] hacia 
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arriba. 
Se trata de una hipérbola cuyas asíntotas forman un ángulo de 45% , 


3 
25 - Estudiar el gráfico de la función y= 2 


Se tiene el punto singular x=0 eon límite a la izquierda -w y límite a la 
derecha +0 (asíntota vertical x= 0) . Evidentemente pe, y=+0w ,noe 
xi 


xistiendo asíntota. 


La derivada primera y'= 7 se anula para x=1 encontrandoque la 
Xx 
y decrece en |[-0w,0) desde +0 hasta - 00 ,yen (0,1) desde +00 


hasta 3 mientras queen (1,+oo ] crece desde 3 hasta +00 


3 
La derivada segunda es y"= A YA 
Xx 


que se anula para x= - 3 2 .Enel in 


tervalo  [-0,- 3 se tiene conca — 
vidad hacia arriba, en (- E 0) hacia 


bajo, en (0,+00) hacia arriba y se en 


cuentra inflexión en el punto (- 3 2,0). 


Véase fig. 49. 
07 0 1 zx 
26 - Estudiar el gráfico de la 
MA E des 1 
f = _ 
ot 1? ez 


Se trata de una función par y de ahí que 


la estudiemos solamente en [ 0,+00] . Fig. 49 


Hay asíntota vertical (x=2 , con límite a la izquierda igual a +00 yalade 
recha igual a - «wm )yasíntota horizontal y=0 . La derivada primera es y'= 
1 1 6 
A y Be anula solamente para x=0 ¡la derivada se— 
(2 +x) (2 -x) 
gunda no se anula jamás. Se llega así fácilmente al gráfico indicado en la fig. 50. 


> 0 - 
 FIg.50 
27 - Estudiar el gráfico de la función y= L 
14x2 


Es simétrico respecto del eje x y tiene la asíntota horizontal y=0 . Enel 
intervalo [-0w,0) la y escreciente desde -0w hasta 1 yen (0, +00] 
decrece desde 1 hasta 0 

En el intervalo (- J7 > 7 +la curva presenta la concavidad hacia abajo y 


fuera de dicho intervalo, hacia arriba. Se tienen dos puntos de inflexión en los pun. 


1 3 
tos (h > 
( ME rl 
28 - Estudiar el gráfico de la función y=-—* 
2 
1+x 
Es simétrico respecto del origen y tiene la asíntota horizontal y=0 . En el 


intervalo [-0w,-1) la y decrece desde 0 hasta 2 , mientras que en 


(1,1) crece desde Er a E decreciendo en cambio en (1,+ 00 ] desde 


+ hasta 0 , Se encuentran tres puntos de inflexión: (- MEX - la, 
3 
SENS) 


» (0,0), 


1 


29 - Estudiar el gráfico de la función y= z 
A 
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Es simétrico respecto del eje y , admitiendo dos asíntotas verticales 
(x=-1;x=1) y una horizontal (y=1) 

En [3 -0m,-1) la y crecedesde 1 hasta +0 ¡en (-1,0) crece de 
- 00 hasta -1 ¡en (0,1) decrece desde -1 hasta -0 ¡en (1,+00] de 
crece desde +00 hasta 1 

En (-1,1) presenta la concavidad hacia abajo y en [-9,-1) , (1,+0] 


hacia arriba. No existen puntos de inflexión. 


l+x 


x2 


Tiene la asíntota vertical x= 0 yla asíntota horizontal y=0 .En [-00,-2) 


30 - Estudiar el gráfico de la función y= 


la y decrece desde 0 hasta --—F ¡en (-2,0) crecedesde -L- hasta 


+0 ¡en (0,+0 ] decrece desde +00 hasta 0 . Hay inflexión enel punto 


(a -+ 


31 - Estudiar el gráfico de la función y= 
pl 


Es simétrico respecto del origen, tiene dos asíntotas verticales x=-1 , x=1 
y Otra asíntota oblícua y=-x .En [-0,- El la y decrece desde +0 
hasta ne ¡en (- í3, -1) crece desde 20 hasta +00 ¡en (-1,1) 


crece de -c0 hasta +00 ;en (1, El crece desde -00 “hasta - als ; 


en (3, +0 ] decrece desde *- sd hasta -c0 . La curva presenta in- 


flexión con tangente horizontal en el origen. 


32 - Estudiar el gráfico de la función y=- 3 


x +x+1 
Se tiene la asíntota horizontal y=0 .En [-0w,-1) la y decrece de 0 a 


3: ¡en (-1,1) crecede 1 a + ; en (l,+00] decrece de + a 0. 


Además se encuentra 
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y"=2 3-1 


++ 1? 
y la búsqueda de puntos de inflexión nos lleva a la resolución de la ecuación de 
3% grado Xx -3x-1=0 . Para calcular aproximadamente las raíces de ésta, 
dibújese con cuidado el gráfico de la función y= Xx -3x-1 y determínense lag 
intersecciones con el eje x . Se verá así que la citada ecuación tiene tres raí- 
ces que valen, aproximadamente, , 11,53... -0,34...7 +1,88... .Se consta- 
ta además que a estos valores de la x corresponden tres inflexiónes de nuestra 


Curva, 


- 
33 - Estudiar el gráfico de la función y= ASE 


xXx +x+1 
Se reduce de inmediato al del ej. precedente; basta escribir 


ES A A 


+1 
34 - Estudiar el gráfico de la función y= me 2 
x (x -3) 
Se tienen dos asíntotas verticales x=0 , x=3 yuna horizontal y=1 
x? -4x+6 
La e a es siempre positiva y se deduce que en [ -00,0) la 
x” (x-3) e 


y crecede 1 a. +0 ¡en (0,3) crecede -0 a +0 ¡en (3, +0] 


de -0. a 1 
7 - 6x2 + 18x -18 


Se tiene y"=-4 > 
(9) 


y la búsqueda de las inflexiones nos 


lleva a la determinación de las raíces de la ecuación de 39% grado 6 + 
+18x+18=0 ; procediendo como en el ej. 32 se encuentra que esta ecuación tie 
ne una sola raíz real que vale aproximadamente 1,67... . Aeste valorde  x 


corresponde el único punto de inflexión de la curva. 
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35 - Estudiar el gráfico de la función y-=-X-1%-8 
(c- 2) (x -3) 


La curva tiene dos asíntótas verticales x= 2 x=3 yla asíntota horizon— 


tal y=1 
La derivada primera es 


y 2-0 
x-2) (x-3)? 


y 
A 


4 HE Ñ 6 con los correspondientes valores de y= 


y se anula para x= - 


=11 -41/6=1,202... ; y=11+4/6=20,798... 


Ñ 


Fig. 51 


Resulta así que en [ -w,- Yo) la y crece de Toa RO o y. 00 
(- Vs, 2) decrece de 1,202... a -Ww ;en (2, Yo decrece de +00 a 
20,798... ¡en  (Y6,3) crecede 20,798... a +0 ¡en (3,+0] cre- 


cede -o a: 1 
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Se encuentra, ademas, 


x3 - 18x +30 


e ak 
e - 2% qx 38 


y el estudio de la ecuación de 39! grado x” -18x+30=0 lleva a encontrar un 


solo punto de inflexión de abscisa -4,91... y ordenada 1,18... (verfig. 51). 


Xx 


36 - Estudiar el gráfico de la función y= 
142) 


La curva tiene la asíntota vertical x=-1 y la horizontal y=0 


Se tiene 
yós E , q e : 
Q+x3)2 ar 
1 


donde la y! se amula para x= 0,80 aproximadamente (al que corres 


ponde y= 20,53) yla y" sé anula para x=0 (al que correspon- 
ES 
3 
de y=0) ypara x= YZ =1,26 (al que corresponde y= E 


= 0,42). 
Del examen de los signos de y' e y" es entonces fácil deducir que 


en [-0,-1) la y crecede 0 a +0 


en 1, LL, la y crecede -0 a 


2 


en ( ,+0m] la y decrece de 


1 2 
El E 
Y además que 
en [-0,-1) la curva presenta la concavidad hacia arriba, 
3 
en (1, E la curva presenta la concavidad hacia abajo, 
en (%4/2,+0] la curva presenta la concavidad hacia arriba, 


por lo que el punto. (4/2, + (2) es de inflexión; véase fig. 52. 
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ES] 


Fig. 52 


3 
37 - Estudiar el gráfico de la función y= z 


14% 

Se tiene la asíntota vertical x=-1 yla horizontal 'y=1 . Del estudio de 
y' e y" se deduce fácilmente queen [-w,-1) la y crece de 1 hasta 
+0 yqueen (-1,+0] crecede -«- hasta 1 ;¡ademásen [-0w,-1) la 


curva presenta su concavidad. hacia arriba, en (-1,0) hacia abajo, en 0 > 
á 2 


hacia arriba, y en ( , +00] hacia abajo. 


E 


Se tienen así los dos puntos de inflexión (0,0) , 


E 


38 - Estudiar el gráfico de la función y= 


1-0 


3 
Se tiene laa síntota vertical x=1 yla horizontal y=0 .La y= ON 
3 
a -x) 
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se anula para x=0 ypara x=- 5 2 26 ;en tales puntos se tiene, res — 


pectivamente, y=0 e y=3 3/[4=0,53 


-1,89, 


3 
x=- 1 A = -0,52 ;enellos se tiene y%0,46 , y“0,24 . Tras 


3 3 
esto se encuentra que en [ -w, - E la y crecede 0 hasta + va, 


se anula en los puntos x= - 


en (- “2, 0) la y decrece desde + E hasta 0 ,en (0,1) ere- 


cede 0 hasta +0 ,en (1,+0 7] crecede -c0 hasta 0 . Se tienena - 


demás dos puntos de inflexión en los puntos (-1,89...;0,46...), (-0,52...;0, 24...). 


2423 
39 - Estudiar el gráfico de la función y=—_%24%X2 
1+ Y3 x* 


Esta función es continua y derivable en todo [ -w, +0] . Se encuentra 


x(1 + Vax-V3xt-3) 
y=2 Y3 - z 
(+ V 3x4) 
y la ecuación y!=0 tiene la raíz x=0 (ala que corresponde y=0) y las 
raíces de la ecuación de 5% grado 
1+ E 3 Vox -=0 
cuyo primer miembro puede transformarse como sigue : 
14 V 3 x(1 -x%)= (1 -x) [ 14x+x dt Ñ 3 x(1+x+x2) ] 


Va +2 
1+y3 


Se tiene entonces la raíz x=1 (ala que corresponde y= =1,366...) 


y las de la ecuación de 4% grado 


14 (+ /3)x+0+3)+ +3) +xt=0 


que es una ecuación recíproca . Esta puede escribirse, dividiendo por x' 


es AAN ar Ear Y 3)-0 
1 


y, asumiendo x+ = =t como incógnita auxiliar (por lo que + E 12-23 ) 
z 


2 
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se llega a la ecuación de 20 grado en t 


P+qary3)t+ 13 -1=0 


de la que 
2, 481... 
CEN ES) Ve -2V3 _ " 
2 -0, 301... 


Teniendo en cuenta que 
x= 301 a) : (1) 
se observa que debe descartarse el segundo de los dos valores de t antes encon— 
trados y se concluye que la y! se anula para dos valores reales de x propor - 


cionados por la (1) cuando se ponga t= -2,431... , vale decir, 


x= 


1,906... 7 x= -0,52... 
En correspondencia con estos valores, se obtiene 
y = 0,316... G y=0,166... 


Teniendo por ultimo en cuenta que la curva tiene la asíntota horizontal y=0 , 


se llega fácilmente al gráfico de la fig. 53. 
ON 


Fig-53 


Intuitivamente se ve que debe haber cinco puntos de inflexión; pero el cálculo re- 
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lativo es bastante complicado (se requiere la resalución de una ecuación de 9% gra 


do) y preferimos omitirlo. 


40 - GRAFICOS DE FUNCIONES IRRACIONALES, 
Estudiar el gráfico de la función y=2Y x+1 -x 
La función está definida para x >-1 yes y(-1)=1 . Obsérvese, además, 


A Íntota li L--1, lim (y+x)= 
que Him y 00 , pero no admite asíntota ya que a A ) 


=+00 , La derivada a tiende a +00 altender x a -1 y 


x+1 
entonces en el punto (-1,1) la tangente es paralela al eje y . La y' se a- 
nula solamente en x=0 , resultando positiva en (-1,0) y negativa para las 
x > 0; de aquí que el punto x=0 (al que corresponde y=2)seade mínimo rela- 
tivo, Se prueba, además, que la curva no presenta puntos de inflexión, obteniéndo- 


se, en definitiva, el gráfico de la fig. 54. Se trata de un arco de la parábola 


Y 


(x + y)? -4(x + 1)=0 


41 - Estudiar el gráfico de la función y =3x +4 Y 


La función está definida para -1<x<1 ysetiene y(1)=-3 , y(1)=3, 
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se deduce que la derivada sólo se anula para x= 


(al que corresponde y=5) y sigue fá 

cilmente que en (-1, 2, la y cre- 

ce desde 3 hasta 5 y que en 

(e, 1) decrece desde 5 hasta 3., 

Obsérvese, además, que lim y!= 
x—1+ 

=+0 li y'=-0 


A 


» de modo 
que en los puntos extremos (-1, -3) , 


(1,3) la curva tiene la tangente para- 


lela al eje y . No hay puntos de in— Fig. 55 
flexión y se tiene el gráfico de la fig. 55; se trata de un arco de la elipse 25 x?- 


- Gxy + y? =16 


42 - Estudiar el gráfico de la función y=V x-1+ V E A 


La función está definida en [ 1,3 ] . Se encuentra que en (1,2) la y cre 
ce desde V 2 hasta 2 yqueen (2,3) decrece desde 2 hasta Va + La 
curva presenta siempre su concavidad hacia abajo y las tangentes alla misma en 


sus puntos extremos son paralelas al eje y 


43 - Estudiar el gráfico de la función y=x V1-x 


La función está definida en [ -1,1 ] Ñ y su gráfico es simétrico respecto del o 


rigen, Se encuentra que en e q la y decrece desde 0 hasta -+, 


1 1 di 1 1 
queen (-—=, -—=) crece desde - — hasta — ue en ( ,1) de 
( NE ) 3 3 YY == ) de 
crece desde + hasta 0 .Enelintervalo (-1;0) la curva presenta la con 


cavidad hacia arriba, mientras que en (0,1) lo hace hacia abajo; se tiene, enton- 


ces, un punto de infiexión en el origen con tangente de ecuación y=x 
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En los puntos extremos (-1,0) , (1,0) las tangentes son paralelas al eje y . 


44 - Estudiar el gráfico de la función y=x? 


La' función está definida en  [-w,+0] y su gráfico es simétrico respecto 
yá 
j . Se til U =+0, 

del eje y ene AL y 


sin asíntota, 


La derivada primera tiene la expresión 


y!=2(x - 


y se anula para x= 1 (alos que co- 


rresponde y=-2) . 


Puesto que lim y'=-0 seve que 
x--0+ 


en el origen existe una cúspide con tan — 
gente coincidente en el eje y , Se en—- Fig. 56 
cuentra después, con el examen de la y" , que la curva presenta siempre su con- 


cavidad hacia arriba, etc., etc. (fig. 56). 


45 - Estudiar el gráfico de la función y=| E . 


La función está definida en el conjunto eonstituido por log dos intervalos 


y 


et 
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[-0,0) ,[1,+0] 
Se tiene EN y=+00 , teniéndose así la asíntota vertical x=0 . Además 


es lim y==+00 y dado que resulta 
x—l 0 


Ñ 
3 
+1 
tn 
'" 
o 


x—i0 


se ve que a la derecha se tiene la asíntota y=x mientras que a la izquierda la 


asíntota y=-x 
2341 E 
2x2 x3-1 


- 0,80 , al que corresponde el valor y =1 A 


21,37 . El punto resulta de mínimo relativo. 


Para la derivada primera se encuentra y'= , laque se 


anula para x=- 


Nótese además que y(1)=0 , lim y'=+0w , de modo que en el punto (1,0) 
x—l+ 
la tangente es paralela al eje y 
Se encuentra, por último, que no hay inflexión y que el gráfico es el de la fig.57. 


2 1 
46 - Estudiar el gráfico de la función y= EP 


La función considerada es continua en [ -0w0,+00] yse tiene Ll my=+0 ; 
xo 
pero no admité asíntotas, como es fácil verificar. E 
Se tiene 
e Dl 
yo HP ay : 
esta derivada tiene los puntos singulares x=0 , x=4 yseve de inmediato 


ue lim y!=-0 , lim y!=+0 , lim y!=-00 
E ¡End > E 
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AU 
Sigue que, en el punto x= 0 (al que corresponde y= 43 = 1,58) y en elpun 


yb 


0 2 4 8 x 


Fig. 58 
to x=4 (al que corresponde y=1) el gráfico tiene la tangente paralela al eje 
y ¡enel primer punto la curva tiene una cúspide mientras que en el segundo es a 
travesada por la tangente (se tiene inflexión con tangente vertical). La búsqueda de 


los puntos donde y'=0 conduce a la ecuación 2. A , Osea, e - 


(x -4) 


-10x +16=0 que tiene las raíces x=2 , x=8 ( y , en correspondencia, 


Ai Ya= 1,89 e y=0) . Tras esto es fácil concluir en el gráfico de la 
fig. 58. 

En tal figura no aparecen otros puntos de inflexión fuera del (4,1) ;en reali- 
dad existe uno situado fuera del campo de la misma (a la derecha). En efecto; es— 
cribiendo y'"=0 se llega a la ecuación de 5% grado (ay? -16x%*=0 que, e- 
videntemente, a6lo Diedo presentar raíces reales mayores que 4 . Noes difí - 
cil constatar, por métodos gráficos y alguna tentativa numérica, que hay una sola 


raíz, comprendida entre 31 y 32 . 


Se reconoce después que a tal raíz le corresponde efectivamente un punto de in- 
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flexión. Sigue que la rama derecha de nuestra curva presentará definitivamente su 


concavidad hacia abajo. Por otra parte a la misma conclusión se llega observan — 


do que para valores suficientemente grandes de x , el término (x - 4)3 es des 


2 
preciable respecto del (E J9 , de modo que la y debe comportarse como la 


función (a E cuyo gráfico presenta la concavidad hacia abajo. 
47 - Estudiar el gráfico de la función yates Sax 


sai ¡Dead la y "Evscordends 0; Huele + ¡en (1,3) la y de- 
crece desde == hasta 0 ¡en (3,+0m] crece desde 0 hasta-+0 , En 
el punto (2, 2, la curva tiene la tangente vertical y presenta allí un punto de in 
flexión (en el que y' es infinita). En el intervalo  [-0,2) lacurva presenta 


la concavidad hacia abajo; en (2,+00 ] hacia arriba. No existen asíntotas . 


48 - Estudiar el gráfico de la función y=| x|P, l1-x1P don 
de p indica un número real positivo arbitrario. ¿Existe el 
mínimo absoluto de tal función en [-0w,+0w] 2? 

La función considerada es continua en [-0,+0] y puede también expresar. 


se del siguiente modo 


aa, para x<0 , 
y Par > para 0<x<1,() 
=xP + (qx - 1 , para x>1 
de lo que sigue 
- [ara], para x<0 >, 
y4 =p 1 ao? ] ; para 0<x<1 o, (2) 


EN E! : para x>1 
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=>e-D[1 pap], para x<0 , 

ya =pp-1)[1P 24-72] $ para 0<x<1 , 6) 
=p -1D[P2+ 192], para x>1 

Nótese que en los puntos x=0 , x=1 la función es derivable sólo si p > 
>1 ;enese caso se pueden incluir en la (2) loscasos x=0 , x=1 ,re 
sultando la y' continua, Análogamente la y' existe en esos puntos si p > 2; 
si eso sucede, pueden incluirse en la (3) esos puntos y la y" resultará tam— 
bién continua, 

De la (2) se ve, además, que cualquiera sea p setiene y!< 0 enelin- 
tervalo [-0W,0) e y'>0 en (1, +0]  ;por otra parte resulta ia, Y = 
= +00 yentonces ya puede afirmarse que en [-0,0) la y decrece de +00 
a 1 yqueen (l,+0m] crece de 1 hasta +0 

Conviene ahora distinguir los tres casos p<1 , p=1 , p>1 

Si p< 1 surge de la (2) que en:los puntos x=0 , x=1 la y' tienelí 
mite a la izquierda iguala -ow ,y ¿ la derecha igual a +0 ¡de aquí que el 
gráfico presentará en los puntos (0,1) , (1,1) cúspides con tangente parale — 
la al eje y . Fuera de tales puntos se tiene sienpre y"< 0 , de modo que el 
gráfico presenta siempre la concavidad hacia abajo. En el intervalo [ 0,1] la 
y' se anula para x= + , al que corresponde y= AP >1 , constituyehdo 
un punto de máximo relativo, Sigue que el gráfico se presenta como en la fig.59 a ) 


(no hay asíntotas). 


Si p=1 la (1) se reduce a la 


=1-2x , para x<0 , 
ad . Para 0£x<1 , 
=2x-1 , para x>1, 


y se tiene de inmediato el gráfico de la fig, 59 b). 
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Si p>1 ,setiene y'(0)=-p , y'1(1)=p y la curva presenta siempre la 


concavidad hacia arriba. La y' se anula todavía en x= + y en tal punto se 


Fig.59 b) 


tiene y= EE <1 que resulta ser de mínimo relativo. Se tiene la curva de la 
2PA 
fig. 590). 
Nótese que en cada caso el gráfico es simétrico respecto de la recta x= mn 
De las figuras precedentes surge claramente que en [-0w,+0 ] la función 
en consideración admite mínimo absoluto igual a 1 si p<1 *, iguala —— 
si p > 1 
49 - GRAFICOS DE FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARIT, 
MICAS. 
Estudiar el gráfico de la función y=x" e*% , siendo a cual 
quier número realpositivo. 
En general la función considerada está definida sólo para -* >0 y resulta 
» 
y(0)=0 , Hmy=0 
La derivada es y'=x et (a-x) e * , En todos los casos se anula para x= 


= A , mientras que si a > 1 se anula también para x=0 


En correspondencia con x= a setiene y= y nuestra función re— 


sulta en (0,a.) creciente desde .0 hasta ae” yen (a,+wm] de= 
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creciente desde ate hasta 0 .Si a=1 setiene y!(0)=1 y, si 
a<1l , resulta lim y'=+0 

x—0 
Se tiene, además, 
yu=x*2 La(«-1)-2ax+x?] e* 
y la ecuación y"=0 tieneen [ 0,+0 7] las raíces x=0 (si a > 2) A 


x= aya (sia >1) , x= a +Ya . Sigue después que la curva a- 


cepta un solo punto de inflexión, de abscisa a +Y a ,»S ASI , mien — 


Fig. 60 
tras que presentará dos, con abscisas a- V a. a a+y a ¿si a >1l 


(fig. 60). 


50 - Si en el ejercicio precedente se supone «a entero o ra- 
cional et con -p , q ,primosentre síy q impar), la función a 
11í considerada resulta definida en [(-w,+0w7] . Estudiar en 
tal intervalo, por ejemplo, los gráficos de las Sundicnos 


y=do y y=xteX ; o ; e 


51 - Estudiar el gráfico de la función yaz * ,con a >0, 


Es bien fácil reconocer que en [0,+00] la y decrece desde +00 hasta 


O, presentando la concavidad siempre hacia arriba. 


52 - Si en el ejercició pregedente se supone a entero o ra 
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cional con denominador impar, la función allí considerada 
resulta definida para todos los x%0. Estúdiense, por ejem— 


plo las funciones 


iy y ANS 
=4 AE E 


2 
53 - Estudiar el gráfico de la función y=e* y 


En el intervalo [-0,0) la función crece de 0 hasta 1 yen (0,+0] 


decrece desde 1 hasta 0 . Hay dos puntos de inflexión, de abscisas 


Me? 


, Fig. 61 


La curva es simétrica respecto del eje y , tomando el nombre de curva 


de Gauss (ver fig. 61). ] 


54 - Estudiar el gráfico de las funciones 


2 2 


y=xe* > y=x2 5% 


2 
55 - Estudiar.el gráfico de la función y 


Es una curva simétrica respecto del eje y . En (0,+0] decrece de +0 
a 1 , presentando siempre la concavidad hacia arriba. Acepta asíntota horizon- 


tal (y=1) yvertical (x=0) . 
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A 
2 
56 - Estudiar el gráfico de la función y=e* 


Se tiene lim y=0 , por lo que el punto singular x= 0 es evitable y lafun 

ción puede considerarse continua en [ -0w,+0w ] . Puesto que Limo y=1 se 
x— 

tiene la asíntota horizontal y=1 . En (0,+07] la y crecede 0 hasta 

1 , presentando inflexión en el punto de abscisa Es La curva es simétri 


ca respecto del eje y , yes tangente al eje x enel origen. 


ud 
57 - Estudiar el gráfico de la función y=e 


La función tiene el único punto singular x=60 , resultando lim y=0 5 
x—0- 


lim y==+00 . Se tiene, además, lim y=0 , lim y=0 , 
x—0+ X=+00 x—-00 


1 
La derivada primera y'= (1 - += ae X se anula en los puntos x=-1 
x 


x=1 alos que corresponden las ordenadas y= e? - 018... ; 


respectivamente. 
Obsérvese, además, que pra y'=0 
x—0- 


Se encuentra entonces que en [ -0,-1) la y crece desde 0 hasta 0,13...; 


en (-1,0) decrece desde 0,13... hasta 0 (resultando tangente al eje x en 
el origen); en (0,1) decrece desde +m a 7,38... yen (1,+0] crecede 
7,38... hasta +00 


La derivada segunda tiene la expresión 


y" = a? 1)? + 2% ez 
ss 4 


Xx 


resultando claro que para x >60 se tiene siempre y" > 0 (concavidad hacia 
arriba). La ecuación y"=0 se traduce enla (x2-1)2+2x-0 en la que de- 


be estudiarse si admite raíces reales negativas. Gráficamente puede resolvérse- 


la buscando los puntos comunes a las dos parábolas y = x?-1 y? +2x=0 ; 
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tras un prolijo dibujo de éstas se encuentran dos raíees reales y negativas que va 
len, aproximadamente, -170 y -0,38 . A tales abscisas corresponden, efec- 


tivamente, dos puntos de inflexión de la curva. 


-2 

58 - Estudiar el gráfico de la función y=xe* 
Se encuentra lim y=-% , lim y=0 , lim y=-0 , lim y- 
a0- x—0+ x—-0 x-+0 


=+00 ;con fácil cálculo se ve después que existe la asíntota oblícua y=x - 2 
En [-0,-2) la y crecede -00 a -2e ¡en (-2,0) decrece de  -2e 

hasta -0 ¡en (0,+07] crecede 0 a +0 (la curva parte del origen con 

tangente horizontal). Para x<X 0 la concavidad es siempre hacia abajo, para 


Xx > 0 siempre hacia arriba. 


59 - Estudiar el gráfico de la función y=Yxe* . 
La función está definida para x > 0 ysetiene lim y=+0 ; lim y= 
x—0+ x—+0 
=+00 (sin asíntota). En (0,2) la y decrece desde +0 a Y2e ; en 
(2,+0 ] crece de V 2e a +00  . Existe un punto de inflexión de abscisa x= 


=2+2 


60 - Estudiar el gráfico de la función y=xlogx . 
En el intervalo 0, E) la y decrece desde 0 hasta =S ¡en (2,+0] 
crece de - L hasta +00 sin asíntota. En el origen la tangente coincide con el 


eje y  , resultando en todo momento la concavidad hacia arriba. 


61 - Estudiar el gráfico de la función y=2-L - log x 
La función está definida para x > 0 y se tiene ta y=-0 ;porotrapar 
x—0+ 


te es lim, y =-00 (sin asíntota). El gráfico presenta entonces solamente la a- 
K=+ 


síntota vertical x= 0 


La derivada y'= se anula para x=1 (al que corresponde y=1) ; 
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se ve entonces que en (0,1) la y crecedesde -«0 hasta 1 y que en 
(1,+0] decrece desde 1 hasta -W . La derivada segunda y"= Hr se 
anula para x=2 ¡en (0,2) la curva presenta la concavidad hacia abajo y en 


(2,+00) hacia arriba; surge así un punto de inflexión en (2, 2 - log 2) 


62 - Estudiar el gráfico de la función y= mu 

En el intervalo (0,e) la y crecedesde -00 hasta h ¡en (e,+0 ] 
decrece desde - hasta 0 . La curva tiene la asíntota vertical x=0 y 
la horizontal y=0 ,En (0, É, presenta la concavidad hacia abajo y en 


3 3 3 
(02 ,+0] hacia arriba; de aquí que presente inflexión en (2, 2 e2) 


63 - Estudiar el gráfico de la función y= 


log x 


Esta función está definida para x>0 , xf1 y tiene los puntos singulares 


»” 
" 
o 


x=1 ,.de los que el primero es evitable pues uba y=0 .Resul= 
x—0+ 


e 


Fig. 62 
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tan lim y -0m , lim y +0 (es decir asíntota vertical y  1):lim y 
k1- x-l+ x= 40) 
+00 (sin asíntota). 


La derivada y!- 2EXZ1 > se anula para x= e encontrándose queen (01) 
(log x)" 


la y decrece desde 0 hasta -00 ¡en (1,e) decrece desde +00 hasta 
e ¡en (e,+00] crece desde e hasta +00 . Obsérvese también que 
A y'=0 lo que expresa que la curva parte desde el origen tangente al eje x. 
Se encuentra después un único punto de inflexión en (02 7 2 e» ; ver fig. 62, 
64 - Estudiar el gráfico de la función y logx > 2% 
La función en consideración está definida para x >0 y.el punto singular x 
=0 es evitable porque La y=0 . Además resulta lim y=+00,sinasíntola 


x+00 
La derivada y!-=2xlogx+x-2 se anula en los puntos donde resulta log x= 


pe 
AX 
Esta ecuación trascendente puede resolverse gráficamente buscando los puntos 
comunes a la curva logarítmica y=logx ya la hipérbola y = E 5 . Se ve, 
x 


entonces, que tal ecuación tiene una sola raíz a “1,30 (fig. 63). 


3 
ul 


Fig. 63 Fig. 64 
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Tras esto es fácil concluir que en (0,1) la y decrece desde 0 hasta un 
valor 8 <-2,15 para después, en (a,+w) crecer desde f hasta +00. 
Obsérvese que Lisa: y'= -2 - por lo que la curva parte del origen tangente a 
la recta y= -2x . Se encuentra, además, o único punto de 'inflexión en 


3 -2 
2 


(e e -=20*) 


Se obtiene, en definitiva, la curva de fig. 64. 


65 - Estudiar el gráfico de la función y= ENCINA 
Esta función está definida para x >0 yel punto singular x=0 es evitable 
poniendo y(0)=0 . Se tiene además lim +0  sin.asíntota, 


x+ 


Se encuentra 


por loque la y' seanula para x=1 ypara x= et =0,018... y la y"pa 
ra x=e? 2 0,059... ypara x= AV? 16,91... Las ordenadas corres- 
pondientes son 


ya) =0 ¡ y6%=1662=2,16... ; 


PCS CA 1,94... ; ye U2 - 6 o V2- 32,88... 


Se ve entonces que en (0,8%) la y crecede 0 hasta 1662 ¡en (8%1) 
decrece de 166? hasta 0 ¡en (1,+0) crecede 0 hasta +00 yque la 
tangente en el origen coincide con el eje y 

En el intervalo (0, e? V2, la curva presenta su concavidad hacia abajo ; en 
Az, 2 3 hacia arriba; en (02 (El +00 ] hacia abajo; la curva presenta, en 


tonces dos puntos de inflexión con las coordenadas arriba indicadas. 
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66 - GRAFICOS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS. 


Estudiar los gráficos de las dos funciones 


2 2 


y =asen“x+bo008% x > (a >b) (a) 

y = a cos? x + b cos? Eo (2) 
Para la (1) puede escribirse 

y =a 1208 te + p HEc0n?z - 252-222 cosrzx 


y de aquí surge que el gráfico correspondiente es una curva senusoidal de período 
xi con los máximos iguales al valor a enlos puntos x= = +ksx  ycon los 


mínimos iguales a b enlos puntos kt  ;los puntos de inflexión caen en 


Eon a 22 exo , con ordenadas iguales a 2+B 


Análogamente para la (2) que se puede transformar como sigue 


- b a a2 + p2 
y — A+ 7 008:2k q sa + —— Cos (2x +) , 


b 


donde <P es tal de resultar cos Q = ——- sen f = 


Va? +1? : 


Ve? 


67 - Estudiar el gráfico de la función y=cos 2x+2c08 Xx 


Basta estudiarlo en el intervalo (0,21) . La derivada primera tiene la ex- 
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presión y!=-2senx(2c0sx+1) , y se anula para x=0 , de y 
£x » 2%t alos que corresponden respectivamente los valores y = 3 x 
2 , 1, -% , 3 . Rosultael gráfico de la fig. 65, simétrico res — 


pecto de la recta x= NY 


Para la búsqueda de los puntos de inflexión se tiene la ecuación y" =-4c08 2x- 


2 


-2c08x=0 que se transforma inmediatamente en la 4cos%x+c08x -2=0 


12 1/33 


de donde cos x= E , Osea, cosx=0,593... otambién cosx = 
= - 0,843... y a quienes corresponden 4 valores de x que resultan ser igua— 
lesa 0,936... ; 2,574... ; 3,709... ; 5,347... 


Los valores de y respectivos se calculan fácilmente tras observar que y= 


=2 cos? x+2c08x -1 y que en los puntos considerados se tiene 2 cos? x=1- 
- + cosx , de loque resulta y= 2 cosx , vale decir, y=0,889..., y= 


=-1,264,.. 


68 - Estudiar el gráfico de la función y=2senx+c08 2x . 
Nos podemos limitar al intervalo [ 0,2% ] . El lector verificará que en es- 


te intervalo la función tiene dos máximos relativos en los puntos x= ES y X= 


=5 + (en los que toma el valor y= > ) y dos puntos de mínimo relativo en 
x= + y x=3 L (teniéndose, respectivamente, y=1 , y=-3) . Para 


encontrar los puntos de inflexión de modo análogo al ejercicio precedente, se de— 


1+ V33 


ben considerar los 4 valores de x que resultan definidos por sen x= E 


etc., etc, 


69 - Estudiar el gráfico de la función y=xcosx -senx 
Se trata de una función impar, por lo que basta estudiarla en [ 0,+00 ] . Se 


tiene y(0)=0 mientras que no existe el im y 


Como y'=-xsenx resulta y!'=0 enlos puntos x=kX (k=0,1,2,.. 
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y >0 en (X,2M) 


BALI) 


y!<0 en (0,8) 


tendremos así 


son puntos de mínimo 


q AA 


++» Sigue que los puntos x 


(81,41) 


de 


son puntos 


DAR es 


-x) y los puntos x= 


relativo (para los que y 


=x) 


lativo (donde se tendrá y 


máximo rel 


Fig. 66 


Fig. 67 
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El punto x=0 es, en cambio, punto de inflexión (ya que resulta y'(0)=0 , 
y'"*(0) 4 0) 

La búsqueda de los otros puntos de inflexión depende de la resolución de la e— 
cuación y'"=-senx -xcosx=0 que también puede escribirse tgx = Xx; 
ésta puede resolverse fácilmente por vía gráfica buscando las intersecciones de 
la y=tgx conla recta y=-x (ver fig. 67). Se encuentra que estas raíces 
corresponden efectivamente a los puntos de inflexión de la curva (puesto que en e- 
llos la y! cambia de signo). Véanse las fig. 66, 67 delas que la primera 
da el gráfico buscado y la segunda permite obtener la ubicación de los puntos de 


inflexión. 


70 - Estudiar el gráfico de la función y=1+c0sx+senx+c08 x sen x. 
Estudiamos la función en el intervalo [ 0;21 ] Se tiene 
y! = -sen X+c08s x -sen? x+c08? X = (cos x -sen x) (1+c0s x+sen x) a 


por lo que para encontrar los puntos donde se anula y' deben resolverse las dos 


ecuaciones cosx-senx=0 , cosx+senx=-1 . La primera equivale a la 
” y A St _5N 
ecuación tgx=1 y tiene las raíces x= Sa AA La segunda, ele- 


vando al cuadrado, se transforma en la sen 2x= 0 que tiene por soluciones x= 


HE. 2NM ; pero solamente x= e dE 


0,1, 2,20; ¡ a 


satisfacen a 
la cosx+senx=-1 yaque las otras son soluciones extrañas introducidas por 


la elevación al cuadrado. 


Se encuentra así (ver fig. 68): 


en (0,7) la y crecedesde 2 hasta + | 2=2,91..., 
en HE x) la y decrece desde z Es V 2 hasta 0 A , 
en (X, ES la y  crecedesde 0 hasta Z -V2 y 


en (2,5) la y decrece desde > V 2 hasta 0, 5 


Fig. 68 


en (2L., 21) la y crecedesde 0 hasta 2 
2 


Busquemos ahora los puntos de inflexión de la curva. La ecuación y" =0 se 


traduce en la 
sen x + cos x= - 2 sen 2x 
Elevando al cuadrado se llega a la 
4 sen? 2x -sen2x -1=0 
de los que ES 


12 Y =0,64... 


sen 2x = 
E = - 0,39... 


El arco del 1% cuadrante que tiene el seno =0,64.. 


dianes) y el que tiene por seno 0,39 es f=0,40... 


Sigue 2X= A ,. N-Aa,, 2%+8 , 38 -a 
2x-B , 3N+B , 4H -P y entonces 
E AS A A 
A IM PO 


(1) 


. es a=0,69... (ra 


(radianes ). 


o también 2x= N+fP , 


(2 


o también 
E e be SE Be 
a 8) 


Pero no:todos estos valores de x verifican la (1) ya que se han introduci do 
soluciones extrañas al elevar al cuadrado; entre los valores (2) son aceptables 
solamente aquellos para los que senx+cosx < 0 y entre los valores (3) sólo 

. 
los que verifican senx+cosx >0 . Se ve fácilmente (cfr. fig. 69,70) que re 


sultan aceptables solamente 


5% ? 


Fig. 69 Fig-70 

x= 1+F33,49 0, x= 5-- 24,36 “4 

xl Le , x=21 - Lz6,08 6) 
2% 2 


y a éstos corresponde efectivamente inflexión en la curva. Las ordenadas corres— 
pondientes se calculan fácilmente observando que, como en los puntos (4), (5) va= 
lela (1) , se tiene y=1 -2sen 2x + senx cos x = 1 2 son 2x . Puesto que 
en los puntos (4) es sen 2x=0,64 resultará en ambos y“0,04 ;en los pun 


tos (5) se tiene en cambio sen 2x< -0,39 yentonces y*“1,58 . 


Demuestre el lector que el diagrama considerado (repetido debido a la periodici- 
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dad) tienea x= E O 8 por ejes de simetría. 
71 - EJERCICIOS PROPUESTOS 


Estudiar los gráficos de las=siguientes funciones: 


2 
1 

a y. == 5 (2)  y=log cos x ; 
x(1 -x2) 

e y=2%* ; (1) y=108 (% -x) a 

(6) y=e* logx > (6) y=x-tgx , 

(M) -y= q ñ (8) y=e*senx , 

(0) y= 7 e (10) y =x2 sen (1 + 2 log x) 

(1) y=3coshx -senhx , am y= 2 smbx_ 

2coshx -1 


72 - RESOLUCION GRAFICA DE ECUACIONES. 


Cualquier ecuación (algebraica o trascendente) con x como incógnita es de la 


forma 


£(x) = 0 


y la búsqueda de sus raíces feales) equivale a la búsqueda de los puntos comunes al 


gráfico de la función y=f(x) yaleje x . Se tiene así un método gráfico para 


resolver la ecuación (1) 


Si el estudio de la función y=t(x) resulta muy complicado conviene descompo- 


ner oportunamente la misma función en la diferencia de dos funciones más simples 


Pr) ,  y6) yescribirla (1) bajo la forma 


Po) - ye 
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Se buscan, entonces, los puntos comunes a los gráficos de las dos funciones y= 
= GQ) , y= Y (kk); resulta claro que con las abscisas de tales puntos se ob- 
tienen las raíces de la ecuación (2) 

Este procedimiento puede variarse de muchos modos; por ejemplo, puede ser 
más cómodo dar a la (1) la forma [ q()] an Y() y buscar luego la inter- 
sección de las curvas y= Q(%) , y? = YX) ;etc., ete. 

Estos métodos ya han sido aplicados en varios de los ejercicios precedentes (vé 
anse los ej. 32, 34, 35, 46,57, 64, 69). Agregamos ahora otros ejemplos. 

Para la ecuación algebraica de 3% grado 

Hime (8) 
las raíces pueden determinarse gráficamente buscando los puntos comunes a lacur 
va ya yala recta px+y+q=0 

Dada la ecuación de 4% grado 


xi pts gx + r=0 (4) 


tras escribirla x2+x%+ qx + (p - 1) x2+r=0 , Se ve que proviene de eliminar 


y entre las dos ecuaciones y=x2 ñ xy q (p-1)y+r=0 ,» de lo 


que sigue la resolución gráfica de la (4) como la búsqueda de los puntos comunes 


2 


a la parábola y=x% ya la circunferencia x?2 + y? +qx + (p -1)y+r=0 


Naturalmente, para las ecuaciones (3) , (4) , se puede también proceder di- 
bujando los gráficos de las funciones indicadas en el primer miembro y buscando 
las intersecciones con el eje x . Por ejemplo, de los estudios hechos en los ej. 
15, 16, 17, 18, 19, 20 el lector podrá inmediatamente deducir la resolución grá= 
fica de las siguientes ecuaciones: 


3 


a a 7=0 2x7 3x2 -12x -5=0 


(*) Cón un simple cambio de incógnita, toda ecuación de 387 o 4% grado puede reducirse a la 
forma (3) o (4). (ver "Lecciones", CapXVIIL, n% 10). 
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6xt - 8x0 + 3x2 -6x+4=0 ax 16x ar 6=0 0, 
xr 0 + 8 +7=0 a 90 + 1800 
Los procedimientos gráficos aquí deseriptos no permiten gran aproximación; és- 
ta puede, sin embargo, ser mejorada con los métodos de cálculo vistos en "Lec — 


ciones", Cap. X, n? 7 (ver, además, los ej. 74, ... , 78). 


73 - Resolver gráficamente las siguientes ecuaciones 
(1) A +x-2=0 $ (2) xlogx=1 o 
(3) x2logx-2x-1=0 , (4) xcosx -senx=0 J 


(5) (x? -x) senx + 2x cos x=0 e 


o 


Para la (1) dibújese la curva exponencial y = y búsquese la intersección 


con la recta y=2-x ;se encontrarán así dos raíces x= Le E x= 


=1,8.... 


Para la (2) escríbase log x = + y búsquense los puntos comunes a la cur- 


; se encontrará una sola ra- 


va logarítmica y=logx yala hipérbola y + 


fa x=1,76.... 


2 


Procédase análogamente para la (3) escribiéndola log x = + + (una so- 
Xx 


» 


(la raíz x=2,55...). 
Las (4) , (5) escritas tgx=x , tgx= AR respectivamente, tie — 
nen infinitas raíces, etc., etc. 
74 - METODOS PARA EL CALCULO APROXIMADO DE LAS RA 
ICES REALES DE UNA ECUACION (ver "Lecciones", Cap. 
X, 02 7). 


Calcular las raíces de la ecuación de 3" grado 


fx) =x +3x-5=0 (1) 
Siendo Lim f(x)=-00 , lim ff)=+0 , f£Ux)=3x2+3>0 , surgeque 
x—-0 x—+0 


para Xx variando desde -«0 hasta +00 la f(x) crece desde - 00 hasta 
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+00 , originando una sola raíz real «a para la ecuación en estudio. 
Además, como f(1)=-1 , f(1,2)=0,328 puede ya afirmarse que. 1<a< 
<1,2 
En dicho intervalo resulta f"(x)='6x > 0 por lo que, puede aplicarse tanto el 
método de las secantes como el de las tangentes. Teniendo en cuenta que f'(1, 2 


=7,32 , resulta a¿< a< bj, , con 


1 +0,328 - 1,2: (-1) _ 1,528 
0,328 = (-1) 1, 328 


ay = 


por lo que, si asumimos para a, el valor por defecto 1,15 ypara b, elva 

lor aproximado por exceso 1,16 , podemos decir que 1,15< a <1,16 
Reaplicando el método en este IN tras haber observado que  f (1,15) = 

=-0,029125 ; f(1,16)=0,040896 ; f'(1,16)=7,0368 , resultará 2,<a<b, 


con 


1,15 : 0,040896 - 1,16 * (-0,029125) _ 0,0808154 a 


ay= 
E 0, 040896 - (-0, 029125) 0, 0700210 


ba 148 = 0, 040896 pa 8,121792 


7,0368 7, 0368 


y asumiendo para ay el valor aproximado por defecto 1,15415 y para ba el 


valor por exceso 1,15418 , podemos decir que 1,15415 < a <1,15418 


75 - Calcular las raíces de la ecuación de 5% grado 


fox) =x% +5x* -1=0 a) 


Se encuentra f'(x) = 5x7 +4), fix)=20 x? (x +3) y se deduce fácilmen- 
tequeen [-0,-4) la f(x) crecede -w a 255 ¡en (-4,0) decrece de 
255 a -1 ¡en (0,+0 ] crecede -1 a +0 ;lacurva y=f(x) tieneun 


punto de inflexión único en (-3 , 161) .La (1) tiene entonces tres raz — 


ces reales a <p <Y y, dadoque f(5)=-1 , f(4)=225 ; f(1) =3, 
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f(0)=-1 , f(1)=5 , puede afirmarse que -5<a<-4 , -1<p< | 
0<Y<1 , resultando en tales intervalos f"(x) , menor, mayor y mayor 
que cero, respectivamente. 

Aproximaremos la raíz a temiendo en cuenta que, en el correspondiente in- 
tervalo, la f(x) es creciente y la f"(x) negativa, lo que lleva a que el método 
de las tangentes de valores aproximados por defecto, mientras que el de las secan 
tes los dará por exceso. En primera aproximación se encuentra -4,99976 < a< 
< -49648 y, ensegunda -4, 998399 < a < -4,998362 . (2) 

Para la raíz f teniendo en cuenta que al resultar en el correspondiente inter 
valo la f(x) decreciente y la f'(x) positiva, el método de las tangentes dará va- 
lores por defecto y el de las secantes por exceso, se encuentra en primera aproxi 
mación -0,8 < f < -0,25 ;en segunda aproximación -0,7121 <f <-05671; 
en tercera -0,6948 < PB <-0,6890 ;en cuarta 

0, 694204 < PB <-0,694196 a (3) 

Aproximamos por ultimo la raíz Y observando que el método de las secan — 
tes da valores por defecto y el de las tangentes por exceso. 

Se encuentran las sucesivas aproximaciones 1,1666 < Y < 0,8 ; 0,4326 < 
<Y < 0,6881 ; 0,5318 < Y < 0,6521 ; 0,6475 < Y < 0,6487 y, final- 
mente, 


0,648654 < Y < 0,648655 


76 - Calcular las raíces reales de la ecuación trascendente 


f(x) = x logyy x -2=0 a) 
log,, € 

—— y de aquí se deduce fácil - 

1 log, e 

mente que en (0, 5) la f(x) decrece de -2 a -(2+ a, y que en 


log¡p e 
e 


Se tiene f'(x) = 108,9 x+ 10819 e,f"(x)= 


+ +0] crece de  -(2+ ).a +0  , mientras la curva y =f(x) pre 
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senta siempre la concavidad hacia arriba. Entonces la (1) tiene una sola raíz re- 
al A , dela que de inmediato se verifica que está comprendida entre 3 y 4 
ya que resulta f(3)= -0,5686361... , f(4)=0,4082400... . Aplicando el mé- 
todo de las secantes y de las tangentes se encuentra, en primera aproximación, 


3,5972767 < a < 3,5972897 


77 - Calcular las raíces reales de la ecuación 
f(x) = x + logjg Xx - x log, x= 0 (1) 


Poniendo e = log,¿ e. se tiene f'(x)=1+ + - log¡g Xx-e 1x)=-S, > E< 


, po) 
<o0 

Se ve así que £f'(x) decrece de +«% hasta -« , anulándose por ende una 
sola vez, en cierto punto E  , del que inmediatamente se comprueba que está 
comprendido entre 4 y 5 . Teniendo en cuenta que 1ogyg E =1+ 7 -Cc ,se 
ve que f(E) =9 resulta iguala 1+c E ; se tiene, entonces, y > 
>0 concluyéndose que en (0,E) la: f(x) crece desde -«w hasta m  pa- 
ra decrecer en (E,+0w ] desde n hasta -00 ,La (1) tiene entonces dos 
raíces reales a < B,con a<E,p> Es. Téngase además presen 
te que la curva y =f(x) presenta siempre la concavidad hacia abajo. 

Calculemos la raíz a que está contenida en el interválo 5 1) dado que 
($ =-0/8: ¡ Hj=1 + Procedténdo con el mbtodo de las tángentes (valores 
por defecto) y de las secantes (valores por exceso) se encuentra sucesivamente 
0,2353 < a <0,5 ; 0,3159 <a <0,3994 ; 0,32721 < a <0,32775 

La raíz 1 resulta comprendida entre 12 y 13 yaque f(12) =0,1290068... 
1(13) = 0,3673208... . El método de las secantes da valores por defecto, mien- 


tras que el de las tangentes los da por exceso, encontrándose sucesivamente 12 25< 


<p<l229 ; 12,2673<P <12,2679 . 
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78 - Calcular las raíces reales de la ecuación trascendente 
f(x) =x+senx-1=0 ., (1) 
Se ye inmediatamente que hay una sola raíz a , la que está comprendida en- 
tre 0 y 1 ,/regulta £(0)=-1 , fM)=sen1> 07 y que en tal interva— 
lo la curva y=f(x) presenta la concavidad hacia abajo. El método de las tangen 
tes proporciona valores por defecto, el de las secantes por exceso. 


Se encuentra 0,5 <a < 0,543 y después: 0,5109 <a < 0,51103 


79 - DEMOSTRACIONES DE DESIGUALDADES. 

Sucede a menudo tener que demostrar desigualdades del tipo f(x) > g(x) /o 
f(x) < 80) 7 las que deben verificarse para todos los x de un cierto intervalo 
A (acotado o no). La demostración puede conseguirse estudiando en A ía fun- 
ción F(x)= f(x) - g(x) y constatando que la misma resulta allí no negativa /'o po 
sitiva 7 . 

Si el extremo izquierdo de A es finito (lo designamos con a) , la demostra 
ción se logra algunas veces rápidamente haciendo ver que F(a) >0 yque F(x) 
es creciente en A 

Se desea por ejemplo demostrar que, para x >0 ,setiene e* >1+x Po 
niendo F(x)= *-1-x , setiene F(0)=0 , F'x)= e -1 $ Puesto que pa 
ra x >0 resulta evidentemente F'x)> 0 , será F(x) creciente en 
(0,+«w ] de donde sigue la tesis. 

Como otro ejemplo propongámonos demostrar que para 0<x < - vale la 
desigualdad 

2senx+tgx >3x $ a) 


Poniendo F (x)=2senx+tgx -3x se tiene F(0)=0 , FWx)= 2 cos x + 


-3  . Una vez observado que puede escribirse 


ee 
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Fx) = 1 - cos x)?2 (1 + 2 cos x 


cos? x 
se ve que, en el intervalo considerado, resulta siempre F'(x) > 0 . Por lo tan- 
to la F(x) es creciente, de donde sigue la (1) 
No siempre es fácil comprobar que F'(x) > 0 y suele ser necesario repetir 
el razonamiento sobre esta desigualdad haciendo intervenir la F"(x), étc. 


Propongámonos, por ejemplo, demostrar que para x > 0 se tiene 
3 


Ssenx>x- al ca (2) 

ES] E 2 

Poniendo F(x)=senx-x+- resulta F(0)=0 , F'x)=co08x-1+ al 
y, sucesivamente, F'(0)=0 , F'"(x)=-senx+x  . Como, según es conocido, 


F"(x) > 0 se tiene F'(x) creciente y además F'(x) > 0 de lo que sigue el 


crecimiento de F(x) y, por último, que F(x)>0 


80 - Demostrar las siguientes desigualdades 


(1) 5 > tex ; (para 0<x < 12); 
2-x 
2 4 
(2) 1 osx <1-2+ p (para todo x) ; 
x? x2 yl 
(3) x-G<log(1+x) <x - + 3 5 (para x>0) ; 


e 2 n 
mo) e Viex<iE o, (a entero>2:x >0). 
n n 


n 


Para la (1) conviene transformarla previamente en la 2xc0sx -(2-x2 sen x> 


>0 ;para las otras vale el procedimiento descripto en el ej. precedente. 


81 - ¿Para qué valor de a resulta, para todo x>0 , log, X< 


<x? 


log x 
log a 


Poniendo F(x) =x - logg xX=X - , se trata de ver para qué valores de 
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a esta función F(x) resulta positiva para todo x > 0 . Observamos inmedia— 
tamente que debe ser a > 1 puesto que para 0 <a<l1 resulta loga <0 


y, en consecuencia, lim F(x)=-w 
x—0+ 


Suponiendo entonces a > 1 ,setiene lim F(x) w , lim F(x)=+00, 
x—0+ x—+0 


de 1 
FUx)=1- <0 para x$ . Por lo tanto en (0, la 
nd x log a + - log a log a ] 
F(x) decrece de +0 a rn yen ( L , +0) erecede F( L Ja 
log a log a log a 


+00 


Entonces en (0,+0w ] la F(x) tiene el mínimo absoluto rn = 
oga 


= e (1 + log log a) resultando en consecuencia F(x) >0 para todo x>0 
og a 


solamente si rua >0 ,osea, 1+logloga > 0 . Se concluye que de— 
og a 


o 


1 


be ser a > e . Puesto que e%=1,444.... , nótese que las bases más común 


mente usadas (es decir 10 y e) verifican la propiedad deseada. 


82 - BUSQUEDA DEL MINIMO Y DEL MAXIMO ABSOLUTO DE 
UNA FUNCION (ver "Lecciones", Cap. X, n0 6). 


Calcular el mínimo y el máximo absoluto de la función f(x) 
=c08x+senx -1-x enel intervalo [-4,2] 

El máximo M yelmínimo m buscados existen ciertamente pues se trata 
de una f(x) continua en un intervalo cerrado y acotado. Los puntos x donde la 


función vale M o m  caeno en los extremos del intervalo, o en un punto inte— 


rior donde la f(x) no sea derivable, o en un punto interior donde f'(x) = 0 


En el caso considerado se tiene f(- - Zz BEA «Í»- L- 
=-1,570... ; laderivada f'(x) =-senx+cosx -1 existe en todos los puntos 


nr 
y en el interior de [= Spiral se anula para x=60 , resultando f(0)=0 
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Entonces M=0 , m=-E (alcanzados en los puntos x=0 , x= E: 


respectivamente) 


83 - Calcular el mínimo y el máximo absoluto de las siguien- 
tes funciones en los intervalos indicados: 

(1) £(x) = % sen x en [0,1] ; 

(2) £(x) = log (e* -x) en [2,1] 


Procédase como en el ejercicio precedente. Para la (1) se encuentra m=0 


(conseguido en los dos puntos x=0 , x= ) y M= a (conseguido en 
el punto x= ES ). 


Para la (2) se encuentra m=0 (enelpunto x=0) y M=log (e -1) [en 


el punto x=1 ] 


84 - Calcular el mínimo y el máximo absoluto de la función 
£(x) =x” [ cos(n log x) - sen (n log x) ] ,  (n entero positivo) 
en el intervalo [0,1] 
Obsérvese ante todo que la f(x) es continua también en el punto x=0 Lcuan 
do se ponga f(0) = 07 ya que se tiene ia, 16) =0 . Estamos entonces en el 


caso considerado en el ej. 82, Procediendo como allí se indicó se encuentra f(0)= 


=0, f (1)= 1 ; por otra parte, en el interior de [0,1], 
Lux) = -2nx0 sen (n log x) existe siempre y se anula enlos infinitos pun 
tos E , (6=1,2,3,...) , resultando Le, pa e . Se deducefá 
Cilmente que m3 (en el punto ¿añ » M=1 (enel punto x=1). 


85 - Calcular el mínimo y el máximo absoluto de las siguien- 


tes funciones en los intervalos indicados: 


A 
(0) 165) = (1-0) 


Poleo 


CN 5 
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leo 


(2) f(x) = 16x% -x?2 en [4,4] 


Estamos siempre en el caso considerado en los ejemplos E 

Para la (1) se tiene f(-1)=f(1)=0 ;la derivada f(x) =-x3 adi no 
existe para x=0 ynose anula en ningún punto interiora [ -1,1] . Puesto 
que f(0)=1 se concluye que m=0 (enlos puntos x=-1 , x=1), M=1 
(en el punto x= 0). 

En lo que respecta a la (2) se tiene f£(4) = £(4) = 16 ( 316 - 1) = 24,316... . 
La -f(x) noes derivable en el punto x=0 yresulta f(0)=0 . Para x f 0 


la derivada vale 2 > -2x y se amula en los dos puntos x=! E que 


son interiores al intervalo [ 4,4 ] ; se encuentra después f [2 E ] = 


128 Y 3 128 Y3 
9 


= —G— = 24,632... . Porlotanto m=0 , M= 


86 - Examinar si existen el mínimo y el máximo absolutos 


de las siguientes funciones en los intervalos indicados: 


E 


(1) f(x) =e sen Ape en [ 0, +00 ] 

e) £(x) =x? 6% en [-0,+0] ; 

163) f(x) = arctgx - ES en -0,+00 
1+x2 [ ] 


Puesto que los intervalos considerados no están acotados no se puede ya aplicar 
el teorema de Weierstrass y no puede entonces asegurarse a priori la exister 
cia del mínimo o del máximo absoluto. 

Para la función (1) se tiene £f(0)=0 y la derivada 

fx) = WN (cos E - sen E ) 
4 a 


se anula en los infinitos puntos y . (k=0,1,2,...). Los puntos 
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+ , ES +2n, + +41 ,... son de máximo relativo y en ellos la función asu- 


1 
G 
X 
4 


que forman una sucesión decreciente; los puntos +, ES +3, + + 
+5N ,... son de mínimo relativo y en ellos la función asume los valores 


que forman una suce — 


sión creciente, Se concluye, entonces, que el máximo absoluto existe y vale 


e ; lo mismo para el mínimo absoluto que vale  - 


La (2) no tiene máximo absoluto porque al My £() =+00 . Por otra parte se 
tiene siempre f(x) > 0 y f(x)=0 solamente para x=60 ;entonces existe el 


mínimo absoluto y vale 0 
2x2 
(1 +x22 


En lo que respecta a la (3) obsérvese que la derivada f'(x) = es nu 


la para x=0 , y positiva fuera de ese punto. Entonces la . f(x) es creciente y 

como lim f(x) =- XL » lim f(x)= En , Puede decirse que la función en 
x—-0 2 x—+0 2 

estudio, si bien admite extremos inferior y superior finitos, carece tanto de máxi- 


mo como de mínimo absolutos . 


87 - Entre todos los rectángulos inscriptos en una circunfe— 
rencia, determinar el de área máxima. 


Llamando r al radio de la circunferencia, x a uno de los semilados del rec 


tángulo, el otro semilado resulta igual a originando un área igual a 


Nuestro problema equivale a determinar el máximo absoluto de la función 
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en el intervalo 0 <x<r 
r2-2x2 
Se tiene £f(0) = f(r)=0 y la derivada f'(x) = 4 ———— existe en todos 
uE 
Los puntos interiores del intervalo considerado, anulándose solamente para x = 


Y 2 


=—L_ , Puesto que resulta f(—=)=2r 
2 2 
máximo buscado. Se ve de inmediato que se lo obtiene en correspondencia al cua- 


>0 ,se concluye que éste es el 


drado inscripto en la circunferencia. 


88 - Entre todos los cilindros circulares inscriptos en una 
esfera, determinar el de volumen máximo. 

Si r esel radio de la esfera, x el radio de la base del cilindro (con 0 < 
<x <r ), se encuentra inmediatamente que el volumen del cilindro queda ex — 
presado por 2 2 v 2 2 . Procediendo como en el ej. precedente se ob= 


tiene, para x=r | E , el máximo buscado, 


89 - Entre todos los rectángulos inscriptos en una circunfe- 
rencia, determinar el de perímetro máximo. 

Con las notaciones del ej. 87 se encuentra que el perímetro del rectángulo que- 
da expresado por f(x) =4x+4 V 12 -x? , considerando esta función para 0< 
r r 
E 
=4 1 V2>s r ; de aquí que el máximo buscado se obtenga para x= y A 

2 


<x<r .Setiene £(0)=f(r)=4r , f'x)=0 para x= 


< 


es decir, para el cuadrado inscripto. 


90 - Entre todos los cilindros circulares inscriptos en una 
esfera, determinar el de superficie total máxima. 


Con las notaciones del ej. 88 se encuentra que el problema se traduce en el de 


297 


encontrar el máximo absoluto de la función f(x)=22%-x2+4M x 
elintervalo 0<x<r 


Se tiene f(0)=0 , f(r)=2 7% r? , mientras que en el interior del interva— 


lo considerado la derivada se anula sol amente para x=r era » Punto 


en el que la f(x) asume el valor nr? + V5) >2 x r2 


s+Vs 


10 


Por lo tanto el máximo buscado se obtiene para x=r 


91 - pupónganse dados en un plano una circunferencia de cen 
tro O y un punto P distinto de O. Trácese por P una rec 
ta de modo que, llamando con M , N a las intersecciones 
de la misma con la circunferencia, el triángulo MON resul- 
te de área máxima. 
Designemos con r al radio de la 

circunferencia, y poniendo OP =p>0 
(puede ser Pz r ), si se indica con 


x el seno del ángulo que la recta tra— 


zada por P forma con la recta PO, 


la altura del triángulo OMN  resultai 
guala px ,lasemibase MH igual 
a VE? - 2x2 y de aquí que el á— Fig. 71 
rea del triángulo MON quede expresada por la función 
16) =px Y e? -p?x2 


Esta función se considerará para 0 <,x e , si p>r ,y para 05 
SE EL ¿SE 0EPORE 
Si p>r ,setiene f(0)= 5) =0 e, internamente al intervalo (0, ol 


E z 
la fx) = se anula sólo para x= . Puesto que resulta 


re p2 2 Es 
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2 

E—)--L >0 el máximo buscado se obtiene para x= —E ' 
2 

p/2 py2 


Consideremos ahora el caso -0-<p <r -. Se.tiene f(0)=0, £-V r2-p? E 


£( 


r r 
—=— el punto x= 
a” ES 
tervalo [ 0,1 ] ;encambio, si 0<p< + la derivada f'(x) nose anu- 
2 
la jamás en el interior del intervalo, En el 19% caso se tiene £(—=)= EAS 
py2 2 
>p v r2 -p2 de modo que el máximo buscado se obtiene todavía para TE ; 
Pp 


y se ubtiene para x= 


pero solamente si p > 


cae en el interior del in— 


en el 2% caso el máximo resulta ser igual a p Y r?- p? 


=1 
í En conclusión, puede decirse que si p > Y el máximo en cuestión se ob— 
tiene trazando por P una recta que forme con la OP un ángulo que tenga su 
r 
py2 


P la perpendicular a la OP 


1 


El 


seno igual a 


; en cambio si 0<p< se lo obtiene trazando por 


92 - Entre los conos circunscriptos a una esfera, determi — 
nar el de superficie lateral mínima, 
Llamando r al radio de la esfera e indicando con x laaltura de un cono 


elrcunscripto a ella, utilizando las notaciones de la fig. 72, se obtiene primera — 


mente OC=x-r , HC= Ve 
= Y x(x -2r) y, como la semejanza 


e 
de los triángulos rectángulos ABC, » 7) 
HOC proporciona AB --BC_ AC 

HO OC HC 
se obtiene 


ps HOSAG E a A B 


HC SE 
BO= OC-AC __(k-r)x 
HC Va =20 Fig. 72 


299 X -93 


Sigue que la superficie lateral del cono queda expresada por la función 
2 
xk -Y4 2 
fe) = HAB ABC = nr LED = mrtirr 


x-2r x -2r p 


que se considerará en el intervalo [2r,+00 ] . Ental intervalo la f'(x) = 
2 
e y) se anula solamente para x= r(2+ y 2) al que corres - 


(x - 2 r) 
ponde el valor 1r2 (3 +2 2) de la superficie lateral, 


= Nr (l- 


Este es el mínimo absoluto de la f(x) en [2r,+w ] puesto quela f(x) 
decrece de +w a nRNr2(3+2 2) en (2r, r(2+ V2)) y orece 


de nrkg+2 2) hasta +0 en (r(2+ Y2)+0] . 


93 - Dada una hoja (por ej. de cartón) rectangular, cons => 
truir con ella una caja en forma de paralelepípedo de volu — 
men máximo. 

Para construir la caja es necesario cortar, en los 4 vértices de la hoja, 4 cua 


drados iguales entre sí y luego plegar 


hacia arriba las 4 aletas rectangulares 
que resultan (ver fig. 73). 
Sean a,b los lados del rectángulo 


dado (con a <b) y x ellado de 


AS 


los 4 cuadrados (con x < 0) . Elvo 
lumen de la caja resultará así expre — 
sado por la función Fig. 73 

10) =x (2-2x) (6-2x)=4x% -2La+b)x2+abx o, 
que se considerará en el intervalo [ 0, % ] 


Es £(0)=£()-0 yla fr x)=12x2 -4(a+b)x+ab seanula para x= 


: pero solamente el punto 


X-9%M 300 


a+b+ Val -ab+b? 


6 


cae en el intervalo en consideración, proporcionando así el máximo buscado. 


3 
En el caso particular a=b se obtiene x= E con el valor - E del vo 


lumen máximo. 


94 - Dado un disco circular flexible recórtese de él un sec— 
tor circular y, posteriormente, acercando los bordes del 
corte, fórmese con el sector restante la superficie lateral 
de un cono. Determinar el ángulo al centro del sector corta- 
do, de modo que el volumen del cono resulte máximo. 
Llamando r al radio del disco, 2 x la medida en radianes del ángulo bus 
cado (con 0 <x <1) , la circunferencia de base del cono resulta igual a 


21 r (1-x) , con loque su radio vale r(1-x) . La altura del cono resulta en 


tonces igual a Vr? = y? ( -x)? =T Vx (2 -x) por lo que el volumen de tal 


cono queda expresado por la función 
Z 2 
10) =L ar 0-3? Vx 0 -x) 7 


que debe considerarse en el intervalo [ 0,1 ] . Igualando a cero la derivada se 
llega a la ecuación 3 2 -6x+1=0 y, de las dos raíces de ésta, solamente la 
es pa cae en el interior de [0,1 ] . Teniendo después en cuenta que 
£(0) =f(1) = 0 , se concluye que el ángulo al centro buscado vale + n( - vo, 


o sea, aproximadamente 66% 


95 - Supongamos dados dos medios ópticamente homogéneos, 
separados por un plano a, y que en ellos la velocidad de 


propagación de la luz valga, respectivamente, u y v . Un 
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rayo de luz que parte de un punto asignado A del primer me 
dio debe alcanzar un punto también asignado B del segundo 
medio. Determinar el camino que debe soguir tal rayo para 
que el tiempo por él empleado para 1legar desde A hasta B 
sea mínimo. 

Es evidente que encada uno de los dos 
medios el rayo debe ser rectilíneo; re— 


Sulta así que el camino buscado está 


constituido por dos segmentos AP ,PB 
con P punto del plano a. 
Obsérvese después que llamando B 
| | 


al plano que pasando por la recta AB 
es perpendicular al plano a ,el pun- 
to P deberá encontrarse en este plano 
B , vale decir, sobre la recta x in- 
:ersección de los planos a y B «En 
afecto (véase fig. 74), si M esunpun Fig. 74 
to cualquiera de «a nosituado sobre la recta x , llamandocon N ala pro- 
yección ortogonal de M sobre x , se tendrá evidentemente AM > AN 5 
BM >BN y el tiempo que emplearía la luz para recorrer AMB sería cierta - 
mente mayor que el empleado según el ANB 

Pongámonos entonces sin más sobre el plano B (ver fig. 75) y designando 
AA! con h 


BB' con k , A'B! con l ,llamemoscon x ala absci 


sa de.cada punto N dela recta x , contada desde el origen A' enel senti 


dode A' a B' . Entonces el tiempo empleado por la luz para recorrer el ca- 


mino ANB queda evidentemente expresado por la siguiente función de x : 
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Vn2 +; x2 Vx2+ 0 -x)2 
E E y 


a considerarse en el intervalo [ -«0+0]. i 
Para las primeras dos derivadas de la 


f(x) se encuentra 


Fig. 75 


Lim f(x) Í<o, 


X= 
pre f"(x) >0 ,elcrecimiento de f'(x), resultando claro que la f'(x) sea- 


+ + >0 yademás, siendo siem —, 


nula para un solo valor E dela variable. Siendo además £f'0)< 0 , fU)> 
> 0 se puede agregar que resulta ciertamente 0<B<1 o Si por último 


se observa que E f(x) =+w se puede concluir que en ñ -0,E) la f(x) 
decrece de +00 a £(E) yqueen (E,+0 ] crecede f(E) a +0 ,Por 
lo tanto f(x) tiene el mínimo absoluto f(E) y el número E proporciona la 
abscisa del punto P buscado, 

Tal punto P goza de una propiedad notable que es consecuencia de la f'(E)= 


=0 . Enefecto, por la (1) , ésta se traduce en la 


5 
Vn2+ 52 
IE 


Vi a E y 


vale decir, con la notación de la fig. 75 


E 
v 


(%) El cálculo de E depende de la resolución de una ecuación de 4% grado sobre la que es i- 
nútil detenerse. ñ 


sen r v 


Vuelve así a encontrarse la conocida ley de refracción de los rayos lu— 
minosos que puede entonces deducirse co 


mo consecuencia del principio de mínimo 


> 


enunciado en nuestro problema (denomi — 


nado principio de Fermat). 


- 


o 


Se puede obtener de modo análogo la 


N , 
ta nn] ley de la reflexión, estudiando 
(ver fig. 76) el mínimo absoluto de la fun 


Fig. 76 


ción 
100) = + [112 4? +Vx2+ aa)? led 


Dejamos al lector el simple razonamiento para resolver esta cuestión, 


96 - TEOREMAS ELEMENTALES SOBRE LOS MAXIMOS Y MINI 
MOS Y APLICACIONES, 


Nos proponemos dar algunos teoremas que son bastante útiles en la práctica pa= 
ra resolver rápidamente problemas de máximo o de mínimo. El primero de ellos 


expresa que, 


si Xi» Xg <=» X, Son números positivos vale la desigualdad 
q <P A (con 8=x, +X+...+X), (1) 
valiendo el signo de igual solamente si x¡=X2=...= e 


Evidentemente tal teorema puede también enunciarse así ; 
1-El producto de n números positivos variables, cuya suma 
tenga un valor constante s , es máximo cuando los n núme- 


ros sean iguales entre si (es decir, iguales a ds 


Para demostrar la (1) observemos, ante todo, que es inmediata en el caso n= 
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X1+X 
=2 ,yaque la Xx Xz < > se transforma de inmediato .en la 


2 
E] Xp) >-0 
Para demostrarla en general procederemos con el método de inducción, admi — 
tiéndola cierta en el casode n-1 factores y probando que como consecuencia 


de esa suposición resulta cierta para el caso de n factores. 


Por empezar es evidente que si x= Ss PRE +. la (1) es cierta con 


2 
el signo = , quedando entonces por hacer ver que, silos n números XX, Xo 
++, Xy ho son iguales entre sí, la (1) es válida con el signo < . Enese ca— 


so, en efecto, al menos uno de los números dados debe ser menor que 2 yal 


menos uno debe ser mayor que — . Sea, por ejemplo; Xx < . » X >; 
entonces puede escribirse (xj - £, (ía - 5) <0 , vale decir X¡ Xy < 
<2 (k, +X, -) y, por lo tanto 

X¡X2Xg --- Xp < 0 +x2- 0% 00% (1) 


Consideremos el producto e +X > Z ) Xg--X de n-1 factores; la 


suma de éstos vale (xy +x2 - Z )+X3+...+Xp Ss y, enton— 


ces, por la hipótesis admitida de haber ya demostrado la (1) en el caso de n -1 


factores será 
AT 


E E ra) = (27 


Utilizando ahora la (1!) sigue sin más que X, Xa Xp < E » con lo que 


la tesis queda demostrada por completo. 


Del teor. 1 se obtiene fácilmente este otro: 


Il - Sean Xq ao + Y números positivos variables que tie - 


> es Pa 
nen suma constante s . El producto XX Xy ; donde 
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Pp+ Pao +++ Pp son números reales positivos constantes es má 
ximo cuando X1+Xa> +. 


- Xy Son proporcionales a Pr Paro. 


Pn + es decir iguales a 


PJ Pa Pa 
—_—— y AA_AAAKÁÑKEX AS) Cid 
P]+P2+.-.+Pp P+P2*---+Pp ; P]+P2*-+-*Pp 

respectivamente 


En otros términos, se tiene: 


Pp _P P Py SP] P25 P2 Pp $ Pn 
a AA (o) 
1 * n Pp p p 
(COn S=X]+X2+..-+Xp , P=P]+P2+-»»+Pp) > 
p 7 A 
con el signo si y sólo si x = 5 Mae 


Pp 
Nos limitaremos a demostrar la (2) con la hipótesis que Pi » Pz 


«Pp 
sean números racionales y comenzaremos haciéndolo suponiendo que 
Dj+ Par +++ + Pp Sean todos enteros. En ese caso basta escribir la (2) bajo 
la forma equivalente. 


ana ae 
q Ga. és Ep 


y observar que el primer miembro, como producto de P,+Py+-.-+P, =P fac 


tores que tiene suma igual a py A+». A +... +D a Ss no puede por la 
pl 2 


n 
8 Xx ES 
(1) superar =P alcanzando tal valor solamente sí —L=2-...= =h Ñ 
Pp P1 Pa Pn 
Posteriormente, si los exponentes racionales py ,...,Py no son todos enteros, 
' 
tras reducirlos al denominador q , se podrá escribir Pp = 4 Po - a A 
con Pr ai Pa enteros , y dara la (2) la forma 
Pa 
q 


' 1 
, (con p'=p,+...+p,) 


Pero ésta equivale a la 
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' , 
P1 Pn PP Py 
Ej Xy < Cm ) 


que tiene los exponentes enteros y que, por ende. ya ha sido demostrada, 


Otra consecuencia casi inmediata del teor. I es la siguiente: 


M -Sean Xp or +++ Xp, números positivos variables tales que 
la suma de sus potencias p-ésimas tenga un valor constante 
s (p número real positivo). Su producto será máximo cuan 
do los números x; sean iguales entre sí /[es decir todos i- 
guales a e pa ¿de 


En otros términos, se tiene 


ola 


Xy Xg 00 Xp <p) A (con sdedr... +0) . 6) 

valiendo el signo = sólo si Xx, a, 

En efecto; si en la (1) se escribe E e en lugar de Xx e] Xo E 
«+,» Xp » Se obtiene 2 sat xP <i” , y de aquí la (3) 

He aquí otro importante teorema, independiente de los precedentes: 
IV-Si p es un número real mayor que 1 y X7,X2,+..> Xy nú 
meros positivos variables que tienen suma constante s , la 
suma de las potencias p-ésimas de Xp xao coco Xy 28 mínima 
cuando tales números son iguales entre sí. 

En otras palabras, se tiene 

p, Pp P 
Xx] +Xy1... 1 20(EP, (con p>1 o, 8=X,+X2+...+X,) ,(4) 


. e. 
valiendo el signo si y sólo si Xx, =X2=...=Xp= ES as 


(si p=1 la (4) se reduce a la igualdad banal 8=s8 ¡si 0<p<1 la (4) es cierta con 
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La (4) es obvia si n=1 ;demostrémosla en general con el método de induc- 


ción. Basta considerar el caso en que + + Xy Roson todos iguales 


>. 
entre sí y hacer ver que en estas circunstancias la (4) es válida con el signo >. 


Entre los números X,,X2, ... Xy. habrá alguno que sea > .eS ; suponga — 


(n-1)8 
mos que sea x, ypongamos x,=-F$-+t con t>0 y también oe y 
1 1 E 


(debiendo ser Xx, < 5) -. Se tiene entonces xl + > + 


ca ++ 


sonia dh e y, por la hipótesis admitida para el caso de n-1 ksumandos,se ten 


drá 
PP. POS sort, 
E A dl ar 
- Eran 0 


Esta última función de t tiene por derivada 


e [rt at”] 

y ésta, en virtud de la hipótesis p >1 , es siempre positiva para 0 < t < 
< (a — Ss 

Dicha función resulta por tanto creciente en tal intervalo y, en consecuencia , 
siempre mayor que el valor que asume para t=0 , osea mayor que a 
De la (4') sigue entonces PA + xo O: E >n Ey , que es lo que quería— 
mos demostrar. 

Notemos por otra parte que, si las desigualdades (1), (2), (3), (4) se leen en 
el otro sentido, equivalen a los siguientes cuatro importantes teoremas, respecti-. 


vamente: 


el signo < (por lo que-el teor. IV debería enunciarse con la palabra máxima, en la- 
gar de mínima). Se lo demuestra sica escribiendo la (4) con los números », xo 5 


Le xE y trabajando con el exponente = >1 
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I'-Si el producto de varios números positivos es constante, 

su suma será riínima cuando los números sean iguales entre 

sí. 

U' -Si el producto de las potencias de varios números positi- 

vos (con exponentes reales positivos fijos) es constante, la 

suma de tales números es mínima cuando ellos asumen valo— 

res proporcionales a dichos exponentes. 

II' -Si el producto de varios números positivos es constante, 

la suma de sus potencias p-ésimas (con p real y positivo ) 

es mínima cuando los números son iguales entre sí. 

IV' -Si varios números positivos tienen constante la suma de 

sus potencias p-ésimas (con p real y mayor que 1 ), susu 

ma es máxima cuando los números son iguales entre sí, 
Los teoremas precedentes permiten, algunas veces, resolver casi de inmediato 


algunos problemas de máximo y de mínimo, 


Por ejemplo, en el ej. 87 , se había encontrado la función 4x , la. 
que se trataba fuera máxima en (0,r) . Prescindiendo del factor constante 4 , 
se trata del producto de dos números positivos, la suma de cuyos cuadrados es 
constante (=r?) ; por lo que (teor. III) se tendrá el máximo cuando x = 


E 
, Osea ia 


En el ej. 88 se ha encontrado la función 2X x? 


tratando de máx: = 


mizarla en (0,r) . Salvo el factor constante 2X se trata del producto del 


número positivo e (elevado a la potencia de exponente 1 ) por el número posi 


tivo r? e? (elevado a la potencia con exponente 3) y puesto que 
x2 + (12 -x2)= 12 (constante) , el máximo se tendrá cuando (teor. II) e = 


() si, 0 <p <1 esnecesario decir mínima, en lugar de máxima. 
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, de donde x=. | : 


En el ej. 89 se ha considerado en (0,r) la función 4(x+ 


r? =x2) que es 
suma de dos números positivos, la suma de cuyos cuadrados es constante; por el 


teor. IV! se tiene el máximo cuando x= Y r2-x2 , de donde, x= + 


Otros ejemplos se dan en los ejercicios siguientes. 


97 - Entre todos los triángulos inscriptos en una circunfe — 
rencia, determinar el de área máxima. 

Primeramente cabe observar que el 
triángulo buscado debería encontrarse 
entre los isósceles puesto que (fig. 77) 
a cada triángulo no isósceles ABC! 
puede hacérsele corresponder uno isós 


celes de mayor altura (y, por ende, de 


mayor área) que el primero. 


Fig. 77 


Refiriéndonos entonces a un triángu- 
lo isósceles ABC llamemos x asualtura, resultando así su semibase igual 


3 
a Vx(r-x) y su área iguala x V x(2r -x)=x2 (2r-x)f . Es suficiente 


aplicar el teor. II del ej. 96 para concluir que el máximo se tiene cuando + = 


o EX 


, Osea cuando x= ES r (triángulo equilátero). 


98 - Entre todos los rectángulos inscriptos en una elipse, de 


terminar el de área máxima. 


2 2 
si + %-1 es la ecuación de la elipse y A(x,y) el vértice del rectán- 


al p? 


gulo que cae en el primer cuadrante, el área del rectángulo queda expresada por 


X - 99 310 
4xy=4ab-+ E . e . Se trata, entonces, de encontrar el máximo del produc 


to z -L , sabiendo que la suma de los cuadrados de los factores es cons — 


b 
tante. For el teor. II del ej. 96 tal máximo se verifica cuando E- e = 
a 


a 


€s decir cuando el vértice A tiene la anomalía excéntrica de 45% ). 


99 - Entre todos los paralelepípedos rectos ortogonales de 
superficie total dada, encontrar el de volumen máximo. 

Si x,y,z son las aristas del paralelepípedo, se trata de determinar el máxi— 
mo de xyz sabiendo que es constante la suma Xy+Zx+yz .Sien lugar de 
Xyz se considera bxyz)?2 =Xy * zx * yz y se aplica el teor. I del ej. 96,se con 
cluye inmediatamente que el máximo buscado se alcanza para x= y-= 2 (cubo) . 

Aplicando en cambio el teor. 1' se concluirá que entre todos los paralelepípe - 


dos de igual volumen, el cubo tiene superficie total mínima. 


100 - Sea dado un ángulo y un punto P interior al mismo 
Trácese por P una transversal que forme con los dos lados 
del ángulo un triángulo de área mínima. 

Sean P',P" las proyecciones de P sobre el primer y sobre el segundo la- 
do del ángulo, hechas paralelamente al segundo y primer lado, respectivamente 
Poniendo OP! = a , OP"=b, 


PlA=x , P"B=y seobtiene xy= 
ab y que el área del triángulo OAB 
vale Hb (a+x)(b+y) sena = 


= < sena (2 ab + bx + ay). 


Se trata entonces de determinar el mí 
nimo de la suma bx +ay sabiendo 


que el producto bx - ay de los dos 
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sumandos es constante (= al É) . Por el teor. 1! del ej. 96 se deduce que el 


mínimo se obtiene para bx=ay(=ab) , oseapara x=a , y=b 


101 - FORMULA DE TAYLOR (ver "Lecciones", Cap. X, n% 9). 
. 
Escribir la fórmula de Mac- Laurin con el resto bajo for- 


ma de Lagrange para las siguientes funciones: 


e y coshx , semnhx , cosx , log(l+x) . 
Se encuentra, respectivamente, 
n 
sE a +R, 0) e (a) 
, p<e<y ¡6 
2n 
pe. am 
e a e) , (2) 
x2n+ 
con Ron+1 (x) = fensa: esh (0x) » (0<6 <1) 
3 5 2n+1 
5 E LH 
SOmh xx GEA + agar + Pensa 6 ' (3) 
3 
con Ron+2 (x) = anar cosh (8x) ñ (0<86 <1) 
al e 7 ¿2 
cosx=1- A+ Ft Par + Rana 00 5 (4) 
2n+2 
n+l x 
con Ray 00 ayzyr C9s (éx), (0<0 <1 : 
yn 2 E 
EA ARO 19) 
con , R>1 , 0<0<1) 


(*) Un punto E interior del intervalo que tiene por extremos los puntos a,b (con aZb ) 


puede indicarse con a2+0(b-a) ,con 0<8<1 . Ennuestro caso se tiene 2-0 ,b 
=x 
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resto bajo la forma de Lagrange, para las siguientes funcio- 
nes: 
tgx , arctgx , arcsenx , log(x+ 1+x2) 
Se encuentra, respectivamente 
3 
EX=x+ “5 PR, e) , (1) 


con Ra) A A 
15 cos (8x)  cos*(8x) cos? (0x) 


x 


(bal 7 » %<0<»D 
3 
arcigx=x-“+R¿() , (2) 
51. 2 4 
con R¿0)- El LO (Ox)T + 5 (0x ¿ (0<8 <1) 
215 
[ 1 + (0x)?] 


7 
arcsenx =x +-“¿+R, (x) mn 


xo 3424 (0x)? + 8 (0x)* 


» (x]<1 , 0<0 <p ; 
“0 [1-(x)2] % 


con Ra (x) = 


A 
log(x + Y 1+x%=x E Re) , 


q 2 4 
A RETA AA 
[1 + (0x)2] % 


103 - Decir hasta qué orden puede escribirse la fórmula de 


Taylor, de punto inicial 1 , de la función 


1-2 “(e , «>1 
y escribir tal fórmula con el resto de Lagrange. 
Se la puede escribir hasta el orden 4 porque la derivada quinta de la f(x) 
resulta infinita para x=1 . Se encuentra: 


100) 1H 1 Be. Lc DR, 


313 X -104 


63 5 £ 1 m 
con —R¿(e)= 3-1 (+5) , (0<0 <1) 
e Vi+ex-1) Y 0-1) 
104 - Aplicar las fórmulas encontradas ea los ej. 101, 102 pa 


ra el cálculo numérico de Ve e e? , semhl , log W A 


arctg $ á arcsen $ 


Para calcular Ve úsese la (1) del ej. 101 poniendo x= 2 5 asumiendo, 
por ej.,n=5 se obtiene 
13 
asp > em ch AA 


El resto es entonces positivo, y como él < el < 3h <2 será ciertamen — 


te menor que + Se deduce que 
2-6! 
_6331_ 6331 1 
< — 64875 
TO Ve< 3010 * asomo > 9Sea, 1,64869 < fe < 1,648 


Procédase análogamente para el cálculo de e2 


Para el cálculo de senh1 úsese la (3) del ej. 101. Poniendo n=3 se ob- 


tiene 
de. 1 cosh 0 
A 
El resto es positivo y menor que nd =L.Los, 9 < 158 25.10%; 
, 9... 2 9! 


por lo tanto se deduce fácilmente L 175198 < senh 1 <1, 175203 
Para calcular log Z se debe poner x= + en la (5) del ej. 101. Obsér— 
vese que, si x>0 , el resto R, (X) es positivo para n par, negativo para 


n impar; por lo tanto, despreciándolo, se obtiene un valor por defecto de 


(*) En "Lecciones"! hemos demostrado la validez de esta expresión de R¿(X) con la hipótesis 
de que exista la derivada (n + 1)-ésima continua en [ XgX ]  : pero puede demostrarse un 
teorema más general según el cual la expresión permanece válida si tal derivada existe 
en (Xp, Xx] 
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log (1 +x) si n-es par, por exceso si n esimjpar. Poniendo n=5 , n=6 
se obtiene 0,4073 > log Z > 0,4046 , etc., etc. 

Para calcular aretg + la (2) del ej. 102 proporciona 


ES 22 2 
E A o 
ñ , 8 5 
5 5 375 5 5 5 [1+(2?] 


Observemos que, poniendo 1 «Ey 5 ET se tiene = <t<l y 


3 2 
0 rep qet (16% -20t+5) <= 


dado que la función 16 2 -20t+5 es creciente en el intervalo indicado. Sigue 
así 0,19733 <arotg F < 0,19740 . 
Con un razonamiento del mismo tipo se puede valorizar arcsen mn por medio 


de la (3) del ej. 102.) 


105 - CURVAS REGULARES (Ver "Lecciones", Cap. X, n% 10). 

Dada la curva plana definida por las "ecuaciones paramétri- 
cas x=2 cos? t A y=asent (astroide), demostrar que la tangen 
te en un punto cualquiera de la misma encuentra a los ejes 


coordenados en puntos cuya distancia es constante. 


Dicha tangente tiene la ecuación 


3 3 
x-acos t y. 
O AA mn , 0 Sea, A AN ; 
3acos t-sent 3asen”tcost = Cost sen t 


e] . 


la misma corta los ejes en los puntos (a cos t, 0) (0, asent) , cuya distan- 


cia vale, evidentemente, , a  .¡ 


106 - La curva plana de ecuaciones paramétricas x=acostt A 
Laza ' 


(%) Sobre este modo de cálculo nos ocuparemos nuevamente, con amplitud, en el Vol. 1. 
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y =asentt es tal que cada tangente a la misma determina, so 
bre los ejes, segmentos cuya suma es constante. 

Procédase como en el ej. precedente. Obsérvese que la curva considerada es 


+Ny= (2 , osea, -y?-2a+y)+ a 


una parábola de ecuación 


=0 


107 - Dada la curva de ecuaciones paramétricas x=r (t - sent) 
y=r(l1-cost) (cicloide), sea P un punto genérico de la mis- 
ma y N el punto donde la normal en P corta al eje x .Ha 
cer ver que la circunferencia que pasando por P resulta 


tangente al eje x en él punto N , tiene radio constante, 


La normal tiene por equación EH ff=8em0 _ yordicoob , por 


sen t - (1 - cos t) > 
ende, corta al eje x enelpunto N (rt,0) . Una circunferencia tangente al e 


je x enelpunto N tiene ecuación del tipo  (x - rt)? +(y-2 ?- al y, de- 
terminando A de modo que la misma pase por el punto P [r(t-sent), r(L-cost)], 


se encuentra A =r 


108 - La curva plana, de ecuaciones paramétricas x=logt, 


Lie 


o 28 tal que la tangente en un punto genérico de la 


misma tiene distancia constante de la proyeccion de P so - 
bre el eje x 

Se encuentra fácilmente que tal distancia vale 1 . Hágase ver que la curva 
considerada no es otra que la catenaria y=coshx y rehágase la demostra 


ción utilizando esta última ecuación. 


109 - Considerada la curva plana con las ecuaciones para— 


métricas x = log tg +cost . y=sent ,demuéstrese que el 
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segmento PT (P :; punto genérico de la curva, T : intersección del eje x 


con la tangente en P )tiene longitua constante. 


110 - La curva del espacio x=rcost , y=rsent , z=kt (hé- 
lice circular) es tal que todas sus tangentes tienen igual pen 
diente respecto del plano xy 


Los cosenos directores de la tangente 7 son proporcionales a -rsent 


_- _Isent rcos t k 
A EN O 


(cuando la tangente se considere orientada respecto de las t crecientes). De a- 


rcost , k y, porende, iguales a 


quí, cos(zT) = constante, siguiendo la tesis. 


111 - Escribir las ecuaciones de la tangente y del plano nor- 


mal a las siguientes curvas en los puntos indicados 


a) E 3 enel punto t=0 

(2) ra ML , y= == , z=t% enel punto 24 
2-1 (t-1) (t+2) 

(3) x=t+costsent , y =cos?t z=sen?t en el punto et. 


Se encuentra, respectivamente, 


(m y=2=0 ; x=0 ; 


(3) 


112 - Una curva plana, representada en coordenadas polares por una ecuación 


del tipo pa £(P) , puede evidentemente representarse también con las ecuacio 
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nes paramétricas x=f(P)cosP , y=f(P)senp , valiendo entonces el coe. 


d 
ficiente angular de la tangente Y en un punto genérico P de la misma == Es 


' 
LE me + HP) co6P por otra parte el coeficiente angular del 'railio 


UP) cos p -£(P) seno 
vector OP vale tg Q yde aquí que la tangente T forma con tal radio vec— 


tor un ángulo 6 cuya tangente vale 


EP) seno +£(P) cos _ 6 
tg0= £UP) cos P -E(P) senf ha _ 4) a Ps 
S y EMP) sen + 1(P) cos Ep ep) q 
DP) cos P -L(P) senp 
Se deduce, por ejemplo, que la curva p =2 xP (espiral logarítmica) 


encuentra con ángulo constante a todas las rectas que parten del polo 0 


113 - Utilizando el resultado del ej. precedente demuéstrese 
que considerada la curva de ecuación 3 ma” sen (mp) , elán- 
gulo € que la tangente forma con el radio vector vale mp 


Se tiene, en efecto, 
eo E A 


p ma, 


y ? ? a” cos (mp) 


Estudie el lector la curva en los casos particulares m=1 (circunferencia) , 


m=2  (lemniscata de Bernouilli) ; m=-1 (recta) , m=-2 (hipérbola) 


m= ES (cardioide) ; m=- ES (varábola) 


114 - LONGITUD DE UN ARCO DE CURVA (ver "Lecciones", Cap.X, 
no 11). 


Dada la curva del espacio, de ecuaciones paramétricas 
ES 


x=2c08t y=3cost-cos3t , z=3sent-sen3t , (1) 


calcular la longitud del arco de la misma que tiene por extre 


mos los puntos correspondientes a t=0 , + 
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=3c0st-3c0s3t 


Se tiene LX --2sent, Y --3sent+3sen3t , = 


dt dt 
y entonces 


(E 4 1? a (EN? — a sen? t + Olsen? £ - 2 sen t sen 3 t+ sen” 3 t) + 


+ 9(c0s? t - 2cos toos 3 t +cos? 3 t) = 4 sen? t + 9(2 - 2 cos 2 1) = 40 sen? t 


Para la longitud buscada se tiene, entonces, 


2 k 
1f 2/10 sentat=2 Y/10 E 
0 


115 - Calcular el perímetro de la región plana encerrada por 
la astroide x=acos' t $ y =a sent (cfr. Cap. IX, ej. 47) . 


Tal perímetro está dado por 


E 
a 2 2 2 2 

4 (-3 a cos” t sen t)” + (3 a sen” tcos t)” dt = 
0 Xx 


2320) cos tsentdt=6a , 
0 . 


ml 


116 - Calcular la longitud del arco de la parábola y = Z2px 


(p >0), que tiene por extremos los puntos con las coordena — 
das 0 y a>0 


Tal longitud 1 está dada por 


2 2 2 2 
1 f ayb lao pogo ms]. 
0 p 2 p Pp p 


. 
117 - Calcular la longitud 1 del arco de curva exponencial 
y=e* que tiene por extremos los puntos de dbscisas 0 y a> 


>0 
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a 
Se tiene 1= f 1+e”% osea, realizando la sustitución 1+e2% = (2 
ñ > 


Y 14022 


“le LB dto 1 o -V2 -a+1og 
2 r>-i 


118 - Dada la curva de ecuaciones paramétricas 


pe 
3 E RE e ÉS 
4 tl 4 +1 


calcular la longitud 1 del arco de la misma que tiene porex 


tremos los puntos correspondientes a t 


=0 y t=2 . 
Se tiene 
dx 3 (2-19? (243) da 3 ta12-1(a4+) 
PE A a, A. E » 
de 4 (2+ 19? E 2 (+1)? 
(E, o CN 
de dt 156 (2,1? 
y entonces 
3 (2 12-11(2+3) 
La EE IPS dt = 
4 és 
gp 


- E (+1) -3arctg2 


119 - Calcular la longitud de la cardioide. 


La ecuación de la cardioide en coordenadas polares es pi a(l+ cos) y em 


2 2 2 
tonces, recordando la conocida fórmula ds =d e? + dp” se encuentra que 


la longitud buscada está dada por 
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x 
»/ y a? sento +al 1 +cosp) dp =...=8a 
0 


00d 


120 '- Estudiar la curva plana de ecuación polar p = ase» 


(2 >0) y calcular su longitud total . 


3% Es] 
Puesto que la función sen” — es a 
3 8 


periódica con período 6 T ,la curva 


ME 


pS 


en consideración es cerrada, 
Debe sin embargo observarse que cuan 
do P aumentaen 3 , ? cam-— 


bia de signo; esto significa el pasaje de Ci 


un punto P( 8 ) ,al nuevo punto 
PU- 9 p+ 31) que, evidentemente coin 
cide con P .Deaquí que la curva Fig. 79 

se cierre con un aumento de 3 Xx enla anomalía (P ybastará entonces hacer, 
variar «p enelintervalo [ 0,3% ] 


Se ve así que 


en o, J 


e crece  desde' 0 hasta + CNA 
en 2.1] ? crece desde ta hasta LEN z 
en [ aL, ? crece desde 2 E a hasta Rs. 
en E ,21] P decrece desde a hasta Ya xs 
en [ 2X, 22] ? decrece desde af a hasta + > 
en Es ,0) 9 decrece desde - a hasta 0 ? 


de lo que resulta la fig. 79. 


La longitud de 1 está dada por 
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3x1 3x > 
l= le Yao». p ap f ¡AER seno L ¿p- 


27 ceo Lap=sa sen tat= ax a. 
0 0 
121 - Está dada la curva C de ecuaciones paramétricas (cfr. 
ej. 48 del Cap. IX) ; 
x=r(t-sentcost) , y=4rsent , (r > 0) 
Calcular la longitud 1 de aquel arco de C cuyos extremos 


corresponden a los valores 0 y xn del parámetro t 


Siendo 4% - 2 r sent ; SL =4rcost se tiene 


d 


x x 
l= J W ar? sentt+16 12008? t dt = 2 f W sent t+4-4sen?t dt= 
0 0 
Bs E 


-25 | | 2t- (6 -senteos t)] =38r 
0 0 
122 - Considérese la curva plana definida por las ecuaciones 
paramétricas 
x=48+ at+ pe y y=6é2 

con a ,f$ constantes. Determinar a .p de modo que los co 
senos directores de la tangente a la curva, en un punto gené- 
rico de la misma, sean funciones racionales del parámetro t. 
Reconocer que la curva así obtenida posee un lazo. Calcular 
también el área encerrada por el lazo. 

Los cosenos directores de la tangente son proporcionales a x'=12 2r2zat + 


E B , y'=12t yel factor de proporcionalidad resulta igual a 2 


A fin de que tales cosenos directores sean funciones racionales de t es necesa- 
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rio y suficiente que 
xy ra th as td 10 + 248 + 140) t%+ 408 t+ 8? 
sea un cuadrado perfecto, vale decir, existan dos números p,q tales de resul — 
tar 
144 4,48 a+ (407,24 +14) 2+408 t+ p?- (24 +pt+ q)? 
Dichos números p,q deben verificar el sistema 
Ap=480 , p+2q=40 + 208 +14 , 2p=40p , q2=p?, 
De la primera ecuación se obtiene p=2a yde la última q=* . La so- 
lución p=2a4 q=+fB noes aceptable porque para ella la 2% ecuación se re- 
ducea 0=144 , Encambio, para p=2a , q=-fp la 2 y 3% ecuación 
se transforman respectivamente en 4a? -24f = 40?+ 24p +144 , 4af = 
=4a8 las que quedan satisfechas solamente para E =3 ,a=0 
Concluyendo, los cosenos directores de la tangente son funciones racionales de 
t solamente si a =0 , p =-3 , de modo que la curva a considerar es la 
x=4t8 -3t . y=6e 
para la que resulta x?+ y? = (12 t2+ ay? . Esta curva resulta simétrica res — 
pecto del eje y porque cambiando ten 
-t , mientras la x cambia de signo la 
y permanece inalterada, y corta dicho e 


je en los puntos para los que t=0 ,t= 


ES 
2 


, es decir, enlospuntos (0,0), 


(0, a] , resultando este último un nodo ; 


puesto que proviene de dos valores distin- 


« 


tos de t 


La curva tiene el comportamiento de la 


fig. 80, siendo el sentido de las t cre - 
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ciente el indicado mediante las flechas . 


Para el perímetro del lazo se tiene, entonces, 


la 
2 
ls a2t+aat=2 [4 +34] =6 3 
MES 4 
TT 
El lazo encierra una región que, con un cambio de los ejes x e y , puede 


considerarse como constituida por dos rectanguloides iguales; su área S queda- 
Y 

rá entonces expresada por S=2 x(y) dy /donde x=x(y) esla ecuación 
0 

de nuestra curva_7 o también, realizando la sustitución y=6 e con lo quere 


sulta x(y)=4 8 -3t7 


VES -l 
2 2 


= a = 4145-13 -18 
S=2 A ab -an1 ta 2 | Le SN E vs 
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CAPITULO XI 
Números complejos 


1 - OPERACIONES RACIONALES SOBRE NUMEROS COMPLE - 
JOS (ver "Lecciones", Cap. XI, a 2,3,4). 


Verificar que resultan: 
() (1+1)(1+21)(1+31)=-10 ; 
2 2 
e Ararsat y 
1-21 


E az ero__ 28220, 
3+2i 13 13 


A A AM 


ii E 


> 


E 2 1_,,2_199 _ 197 
6) G-70G+53)-(7+0 
Ss va” 6 2 


0 amo! 

(6) (0? +18) [ b?a?+ im) - al (0? +18) ] = (a -0%) (a ib?) 
(7) (2 + ib) (e + id) + (b + ia) (d + ic) = 21 (ad + bc) 3 

6) (a? +10?) (0? + 1d?) - (ac + 1bd)? =1 (ad be)? ; 


O sabarnebri)-[sabrita+b)] "= (0-0? ; 


a+ ib a+b+i(a-b)  _a+b 


(10). ————— + 
e +d + i(c -d) 2(c - id) yal 


(e + id) 


2 - Resolver las siguientes ecuaciones de primer grado: 


325 XI -3 


EN 
E =0) 
0 ASE , (x = 0) 
> - 1 +21 
e EA e 
17% 2-1 4 -i) 
3 - Cuál es la condición necesaria y suficiente «para que el 


cubo de un número complejo a+ib sea un número real? 
3_3 2 2 3 a 
El número (a+ib)"=a -3ab"+i(3 a” b-b”) resulta real si y sólo si 
32 b.- b3=0 . La condición buscada es, entonces, b=0 o también bh = 
=taY 3 . Tal condición puede también expresarse diciendo que la imagen de 


a+ ib (ver "Lecciones", Cap. XI, n? 5) debe estar sobre el eje real o sobre u- 


na de las dos rectas que forman un ángulo de 60% con tal eje. 


4 - Cuál es la condición necesaria y suficiente para que la 
cuarta potencia de un número complejo a+ib sea un número 
real? 

Se encuentra a=0 ,otambién b=0 ,otambién b=ta ,vale decir 
que la imagen de a+ib debe estar o sobre uno de los ejes o sobre una de sus bi 


sectrices. 


5 - Examinar si existen valores reales de x para los que el 
número (1 -21) (x -31)? resulta imaginario puro. 
El número considerado es igual a x2 -12x -9 -21 (x2+3x -9) resultando, 


por lo tanto, imaginario puro solamente si * -12x-9=0 , vale decir, si x= 


6 - Examinar si existen valores reales de x para los que 


i(4+x+ix) 


el número resulta real. 


1+1i(4+x) 
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Se encuentra x=-1 otambién x= -4 
7 - FORMA TRIGONOMETRICA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 
(ver "Lecciones", Cap. XI, n% 5) 
Escribir bajo forma trigonométrica los siguientes números 
complejos: 
11 ara Vasa: daa: Vs +1 -iVio-2f 5. 
Se encuentra: 
3x 


1+1=12 (008 E +5 sen L, A a +i=/2 (008 Ey ¡sen dE) 


us Tr BI 
V3 +1=2(c08 +1 sen) y 1-i 322 [cos(- E) +isen(- E) ] ; 


Vo+1-1 10-25 - 4 [cos (- E) +1 sen (- E ] 


8 - Calcular las siguientes expresiones y escribir el resulta 


do bajo forma trigonométrica; 


ay JO-51_ 1481 5 


3-1 1+31 
S+si 41 
ay EOL, BA 
A 1+1 13 
Dis mo 
E Va -9+iq-3N3) , t-i 


deal S-1 

Se encuentran por resultados a 

160) 1-12 [cos (- E +150n(- E) ] ; 
A r x 

e 1+1/3 = 2(cos q +isen 7) 


e) V3 -1=2[ cos (¿L)+isen(-E) ] 


respectivamente. 


9 - Demostrar que resulta 


(cos a +isena )(cos 2a +isen2a)cos 3p +isen3a)... 


..«(cosna+isenna)=cos MIDA +isen 2M3DO. 


Los n factores del primer miembro son todos números complejos de módulo 
1 yargumentos a,2a,3a,... na respectivamente. Su producto tiene, en 
tonces, módulo 1 y argumento iguala a+2a+3a+...+na ;poruna co 


nocida fórmula sobre las progresi»nes aritméticas, esta suma vale a 


10 - Valiéndose de los resultados del ej. 7 y de la fórmula 


de Moivre, demostrar que se tiene; 
Mm ar+y?=-e ; 
(2 (1+D7-=26(1+1) 5 


e) (V3+iy3- EN EN 


512 


a as A 
Mm a-1V3%=- 


6 (Vs +1-1 Y10-2/5 )=60(-/5 -1-1/10-2 5) 


aro (va +1) e 
a-iyay 


(6) 


11 - Expresar el módulo de la suma de dos números comple- 
jos 2,,%¿ por medio de los módulos y de los argumentos de 
los mismos números. 

Poniendo z, = 91 (cos p, +isen y) , Z¿= 2 (cos pz +isen pa) se 
tendrá 2 +29= 91 eos py + Pa cos P2+i( o, sen, + ponen Po) y, en 


consecuencia, 
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|2,+221 qx cos + p2eos Pa” + (9, sen py + f2 sen p= 


A 2 2 
E y A 
Al mismo resultado se llega también con un razonamiento geométrico, aplicando 
el teorema de Carnot a la conocida construcción de la suma de dos números com— 


plejos (ver "Lecciones", Cap. XI, n* 6). 


12 - Obtener las fórmulas que expresan cosnq , senn(Q (nn 
entero positivo) como polinomios en cos Q , sen 
De la fórmula de Moivre 
cos nq +1 sen no = (cos p +1 sencp y” a 


se obtiene, desarrollando la potencia indicada en el segundo miembro, 


a E k 
cosnq +isennq = E Cr) cos” $ (senp ) 
k=0 


La potencia ik esrealsi k es par, imaginaria si k es impar, y entonces, 


en el segundo miembro, conviene separar los términos que corresponden a k par 


de aquellos que corresponden a k impar. Poniendo para los primeros k=2h , 


y para los segundos k=2h+1 se obtiene: 


cosnp+isenn e yet á sep) 


13) 
EN 
h=0 
ES 
-2h 


( id ) cos” Tod sen Mer = 


= e ay ( E ) cos sen =p + 


la 
hh 


0 
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(22) 
; h, n n-2h-1 2h+1 
+i E (D”"( 2h+1 ) cos q sen e 
=0 
Igualando ahora las partes reales y los coeficientes de i enlos dos miem — 


bros, se obtienen las fórmulas buscadas: 


13 
(1) cosnp = Ey aye ( dh ) cos1=2h y sen?! Pp, 
=0 


(2] 
(2) sennp = pN ae [e o q sent y 
Obsérvese que cos n p puede también expresarse a través de un polinomio 
sólo de cosenos / bastará en la (1) escribir (1 - cos? p > en lugar de 
seno 7, Si n espar, sennp puede escribirse como producto de sen p 
por un polinomio en cos p Z bastará en la (2) escribir sen q (1 =cos? [o] y» 
en lugar de sento 7 . Si n esimpar, senn«p puede también escribir- 
se como un polinomio sólo de senos / bastará en la (2) escribir 
(a - sen? p) 2 en lugar de cos1-2h-1 Pi ;7 


Se tiene, por ejemplo, 


cos 5= cos” p -10 coso p sen? +5 cos p sento = 


= 16 cos" -20 cos +5c0sp 


sen 5p= 5 cost p sen p - 10 cos? p sen? qp + senvep - 


= 16 seno p - 20 seno<p + 5 sen p 


13 - Obtener las fórmulas que expresan cos” , sen” (nm en 


tero positivo) como combinación lineal de cosenos o senos de ar- 


XI - 13 330 
cos múltiples. 

La fórmula del binomio puede también escribirse, asociando los términos equi- 
distantes de los extremos: 


E E yan 


donde el último término es ( A 1 py? si n espar o,si n es impar, 
2 
Dl nl 
(3) Ñ p ? (a+b) . 
Si en la fórmula precedente se pone a=co0sp +isen«p , b=cosp-isenp 


se obtiene, teniendo en cuenta que ab=1 , ak + pk =2c08k p 


2 cos” p =2c08n p +(1)2cos (a -2)p + (7) 2008 (n - 4) p ho. 


donde el. último término es ( E ) si n es par, ( 22 ) cos si n esim 


z 
par. 


Se tiene, por lo tanto, la primera fórmula buscada: 


(1) cos” p -= | oonp + (Peos 0-29 + (2) cos (n - 4) ep Pa 
2 


Hp 
os (aa jon? 


según que sea n paro impar (nótese que, para n par, el último término tiene 
una estructura distinta de la de los términos precedentes: tiene de más el factor 3). 

Para tener la fórmula análoga para sen” Q basta en la (1) cambiar [co] en 
z - Q . Se encuentra así, fácilmente: 


n 


2 
sento - Sr [esp -(]) eos (a -2P + (2) 
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n 


+ (5) cos M-P +... (ay? +40) (si n espar), 
. 
sento = 2 sennp - 160) sen (n - 2)Pp + (21) 


n-1 
+ (3) sen 0-09 Ley yy sp) . (si n esimpar). 
Se tiene, por ejemplo, 


cost = + (cos 4«p+4c0s2p+3) , sentp= + (cos 4p-4cos 2p+3) 


14 - Deducir relaciones entre los coeficientes binomiales 
partiendo del desarrollo de aria 
Procediendo como en el ej. 12, se tiene 
131 122] 


ar E TN a 
=0 


de donde se deduce fácilmente 


2 (221 


ae (2 )= 2? cos 4% > Bid (a d=2 2 son DE 


al 


ES 
í 


0 


15 - CONSTRUCCION GEOMETRICA DE'LA IMAGEN DEL PRO- 
DUCTO Y DEL COCIENTE DE DOS NUMEROS COMPLE — 
JOS. 

Sean Aj, Az las imágenes de los dos números complejos dados Zi, Za. 
Llamando U ala imágen del número 1 , hágase rotar el triángulo OUA, 


alrededor del origen O yen cualquier sentido hasta que el vector OU se su— 


perponga, en dirección y sentido con el vector, OA, %. Obtenido así el triángulo 


OU'A!, (véase fig. 81) trácese por Ay la paralela ala U'A', hasta encon — 
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trarla OA'y en P .Elpunto P 
es la imagen del producto Z, - Za 


En efecto; llamando z al número 


Yi 


complejo que tiene P comoimagen , 


A A A 
se tiene UOP =UOU'+U'OP , osea, 


Arg Z=argzz+argz, ;además, de 


los dos triángulos semejantes OA¿P , 


OU'AY se obtiene 2 - 
El pap, 101291 
Es, entonces, efectivamente, 2=Z2,* 2, 19081 
Para construir la imagen del cociente += : rótese el triángulo OA/A, al 
rededor del punto O yen cualquier Yi 


sentido hasta que el vector OA se 
superponga en dirección y sentido con 
el vector OU . Una vez obtenido el 


triángulo OA¡ A) (ver fig. 82) tráce- 


se por el punto U la paralela a la 


e! 


recta AjA) hasta encontrar la OAj 


en Q .Elpunto Qes la imagendel 
Fig. 82 


z 
cociente — . Enefecto; una vez 
2 


indicado con z el número complejo que tiene por imagen Q ,se tiene por 


A A A A 
construcción U0OQ = A¿OA, = UOA; - UOA, ,0sea argz-argz, -argz, :2 


demás, de los dos triángulos semejantes OQU , OAJA) se obtiene 2. 
OU 
OA; 1211 En 
ar c98ea,- [iz |= . Es, entonces, efectivamente, 2= —= 
OA) 121 52 


16 
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16 - UNA DESIGUALDAD NOTABLE. 

Teniendo en cuenta el ej. 48 del Cap. X demostrar que, cua 
.esquiera sean los números reales o complejos a,fP y el nú 
nero real y positivo p , vale la desigualdad 

Pp Pp Pp 
la+plseclall+Ip15, wm 
a p-1 5 
con c=1 ,si p<l ; c=2 si p>21 


Si a+p=0 la (1) es evidente; si a +P240 equivale a la 


2_|p B ? 
1 as , 
Sel SA F a+p ) 
2 B 
o también, poniendo =Z y, por ende, E E 
+p a+B 
Iz[P+ji=z Pz. 0) 


Poniendo |z|-= ? y Observando que | 1-z | >| 1-91 la (2) se de- 


mostrará si hacemos ver que, para todo número real no negativo g , resulta 


ES A 


Y esto sigue inmediatamente del citado ej. 48 del Cap. X. 


17 - RAICES DE LOS NUMEROS COMPLEJOS (ver "Lecciones",Cap. 
XI, n0 7). 


Calcular las raíces cuartas de -i 


El número -i tiene módulo 1 y argumento - L ; por lo tanto sus cua - 
tro raíces cuartas quedan expresadas por la fórmula 
ds - E +2kKR = z +2k% 
1 | (cos +i sen con k=0,1,2,3 
[4 le > Ai 
Tales raíces son, entonces, 
x 5 xí 
Zp = cos (- -g7) + i sen (- g “isen-¿- Ñ 
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S £.1 E En 
21 = co8 (> g)+isen (5 g)= sen ¿+ic08 Ñ 


27 = cos (1- E) +1 sen (n- -008 E 4 1 sen E , 


-sen E - ¡cos E 


= 3 _M, pa 
Zg = cos (5 9) + isen (5 5 8 


Después, observando que z es la mitad de = , Podemos escribir por 


las conocidas fórmulas de bisección ; 


AE 
ES 
ER Nr. mt 


concluyendo entonces en 


18 - Calcular las raíces cúbicas de 1+i 
a x 2 
El número 1+i tiene módulo V 2 y argumento AE ; de ahí que sus 


tres raíces cúbicas estén dadas por la fórmula 
3 
V v 2 
Las raíces buscadas son, entonces, 


uz Mo mn 
zp = 2 (cos 12 +isen 37) $ 


Y 20. Lo risen(2M, 1) ] - $ 3 am, 
z,= 2 [eos (¿%+ Ey + 1500 (2%, Le, ] - Ú 2(cos q Leen 4) e 


LT. 2ke 


3 ) con k=0,1,2 


T+2ka 
(cos ——— + isen 


9 48, n 41,1 
Za -= v2 [cos Ce 12) sen e] = 
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¿5 A A O E 1 x 
= 2 [cos (E 17) +1 sen (5-3) ] - Y 2 (sen q7 + 1008 5) 


Para completar el cálculo obsérvese que por la fórmula de bisección se tiene 


o también, aplicando la fórmula de los radicales dobles, 


cos LL yor 2) > sen E=L (Y8 -/2) 


Se tiene, en definitiva 


a Ml aan]. 


141 


2] = 


24 Ela]. 


19 - Calcular las raíces cuartas de 1 -1 3 


El número considerado tiene módulo 2 y argumento - ; procediendo en 


ela 


el modo usual se encuentra 


29= LN [a+ VnaWys-13]., 
a NE [Os VD a+ Va], 
2)= 7% 5 2g= 2, 


20 - Calcular las raíces cuadradas de 1+4i V 3 


El número considerado tiene módulo 9 =7 y cierto argumento <f definido 


1 E; 


por las cosp = 7». sen P = ; sigue, observando que P es un 
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ángulo del 1% cuadrante: 


1 

14% 
a EN Pe 
cos 7 =+ a 7 A cen 72 


Una de las raíces buscadas es, entonces, 


N p (cos F+isen FL) = 241 Y 3 
y la otra es 2-1 V 3 


21 - Dar la fórmula general para el cálculo de las raíces cua 
dradas de un número complejo a+ib 
Enelcaso b=0 las ráíces son Ya si a>0 , tiV-a si a< 


< 0 . Supongamos ahora b0 El número a+ib tiene módulo ? = 
a 


= V 2 +p? y cierto argumento «p definido por las cos p= —==—— Se 
v al +12 


, Para el que puede asumirse un valor comprendido entre 


senp = 
a +b 


-N y N .Si b>0 setendrá 0 < p < 1 yel ángulo 2 pertenece 


al primer cuadrante; resulta, entonces, 


En cambio, si b<0 ,setiene - IN <P<0 y el ángulo z pertenece 


al cuarto cuadrante; sigue, en consecuencia, 
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Una de las raíces está entonces dada por 


VO (cos L +i sen E) VE al+b? +2) Zi VE a2+b2-9, 


con el signo + si b>0 ; conelsigno — si b<0 ). 


La otra raíz se obtiene cambiando el signo de la precedente. 
22 - Resolver las siguientes ecuaciones de 2% grado: 


moad-arpxrprsip=0 , 
P) ax -(6-20)x+(8+1)=0 , 
() x2-2(a-1b)x+2 (02 -b?)-412b=0 


Aplicando la fórmula resolutiva de costumbre y teniendo en cuenta el ejercicio 


preeedente se encuentran las siguientes raíces: 


() 1+21 , 3-1 ; 
Mm ++ , 1-2 ; 
(0) (A+b)+i(a-b) ¿ (a —b)-i (a +b) 


23 - Calcular las raíces cúbicas, cuartas, quintas, sextas y 
octavas de la unidad. 


Recordando que las raíces n-ésimas de la unidad están dadas por la fórmula 


cos 22% 4 5 son 25 , (k=0,1,2,...,n=1) , 


se encuentra fácilmente que las tres raíces cúbicas son: 


+ 
A A AS E E, 
h 2 2 $ 2 2 A 


que las cuatro raíces cuartas son 
O A 


que las cinco raíces quintas son 


a pere ri Y ros 2 V5 , 
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bar yal y 10-25 3 
tar Vs) 10-25 , 


Fer, Vera 10+2 5 


que las seis raíces sextas son 


Va 


Do e 
Lio pri, ppt 


que las ocho raíces octavas son; 


1+i ñ =l 
E 


24 - Calcular las raíces cúbicas, cuartas, quintas, sextas y 
octavas de la unidad negativa. 


Las raíces n-ésimas de -1 están dadas por la fórmula 


cos LEDA +1 sen LED (k=0,1,2,...,n-1) 
Resulta así que las tres raíces cúbicas son 


1+1V3 a 1-i V3 
E e , 
las cuatro raíces cuartas: 
-1 : 
: 
| 
| 


i+ri EA == 
pe A 


las cinco raíces quintas: 


Hb Vs) py o2 5, 
ber Vs) ri 10+2 5 , 


cb a 1092 5 - 
far Vs) PYio-2V5 ; 
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las seis raíces sextas: 


las ocho raíces octavas: 
TENE » 
Aa 
A O 
Laa a pa yz A Lar ai? 2-2 


w| 


25 - Resolver la ecuación 
(x+ 1) =(x-1) 


donde n es un entero mayor que 1 


La ecuación considerada no tiene la raíz x=1 ; pueden entonces dividirse am 


bos miembros de la misma por (x-1 a . Se obtiene así 


X+1ln 
tail Y y 


debe coincidir con una de las raíces n-ésimas de 


de lo que surge que 


la unidad, es decir, 


+isen EL, (k=0,1,2,...,n-1) 


Se debe, sin embargo, descartar el valor k=60 porque la ecuación de 1% gra 


x+1 


do Saz 1 no tiene soluciones . Se deduce entonces que la ecuación propues: 


ta tiene las siguientes n-1 raíces: 
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cos + iso Fl -215en 2££ 2sen E cos LEA 
n n z n e 
cos an +isen2ER -1  2(1-cos 222, 2 sen? EE 
= 1 o0tg LL a (k=1,2,3,...n-1) 
n 
26 - Resolver la ecuación 
xó -2c0s ax + 1=0 A (a real) 
Se obtiene, con un primer cálculo, x%-cosa + isena  . Mediante una pos 


terior extracción de raíz cúbica se obtienen las seis raíces 


ta+2kn +0 +2kgx 
x= cos ZE y í sen , (k = 0,1,2) 
3 


27 - PROPIEDADES DE LAS RAICES ENESIMAS DE LA UNI- 
DAD: RAICES PRIMITIVAS. 


Demostrar que el producto o el cociente de dos raíces né 
simas de la unidad, como también toda potencia con exponen- 
te entero de tales raíces, es todavía una raíz n-ésima de la 


unidad. 


En efecto; si £ y €' sondos raíces n-ésimas de la unidad, se tiene 


, EN-1 , Sigue 


(esp a, (Rda 


em” 


son también raíces de la unidad. Del mismo 


r £ 


lo que prueba que £E£E' y 


modo también £” con p entero positivo o negativo resulta raíz de la unidad 


n 
pues (EP) =( EP -1P 1 


28 - Raíces primitivas de la unidad. 


En el ejercicio precedente se ha visto que, si € esuna raíz n-Éésima de 
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la unidad, también EP , con p entero, es una de tales raíces. Se plantea a- 
hora la pregunta si entre las n raíces n-ésimas de la umidad existe una £ 
tal que sus potencias 

A O a) 
den todas las n raíces de la unidad (o sea que los n números (1) resul- 
ten distintos). Una raíz € que logre tal cosa se denomina una raíz pri 
mitiva delaunidad . j 


Podemos de inmediato demostrar que todas y solamente las raíces primitivas 


de la unidad se obtienen de la fórmula habitual 


2kx 
£=c08 +isen (2) 
cuando a. k se le de un valor entero, elegido entre los números 1, 2, ...,n-1, 
que sea primo ton n 
Comencemos probando que si k tiene uno de los valores 1, 2, ...n-1 pri- 


mo con n , la correspondiente raíz € proporcionada por la (2) es una raíf 
primitiva (es decir, los números (1) son todos distintos) . 
En efecto; si para ciertos dos exponentes p, q (elegidos entre los números 


0,1,2,...n-1 ) resultase €P= El , esto significará que el argumento 
2kx 


p 2n de €P difiere por múltiplos de 23 del argumento q +; de 
ed. Se tendrá así p2EL HE =2hX ,con h entero, vale decir, 


(b-q)k=hn . Entonces n debería dividir (p-q)k y, como es primo con 
el factor k debería dividir al otro factor p-q , loque es absurdo puesto que 
p-q es, en valor absoluto, menorque n . Entonces, con el citado modo de e 
legir k se obtiene, efectivamente, una raíz primitiva. 

Queda por hacer ver que así se obtienen todas, es decir, que si se elige para 


k uno entre los números 1, 2, ...n-l que no sea primo con n (admitido 
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que exista) la (2) no da una raíz primitiva. En efecto; si k noes primo con n 


tendrá un divisor r >1 encomúncon .n yse podrá escribir k=rk' ,n 


=rn! con k!, n!' enteros con n'<n . Resulta, entonces, 


n' 


€” = cos (u2rEL 


) + i sen (n' =cos 2k!1r +isen 2k'M =1 


2rk 
at 

lo que expresa que, cuando se forman los números (1), al llegar al exponente  n' 

se encuentra el valor 1 inicial. Tales números no son entonces todos distintos y 
€ noes raíz primitiva. 

Como consecuencia del teorema ahora demostrado, obsérvese que para n= 2 
se tienen las raíces 1 y -1 de las que la segunda es primitiva; para n > 2 
se obtienen siempre por lo menos dos raíces primitivas en correspondencia a k= 
=1 , k=n-1 ;¡sidespués n es un número primo, todas las n-1 raíces 


n-ésimás, distintas de 1 , son primitivas. 


29 - Retomando el ejercicio 23, determinar las raíces primi- 
tivas cúbicas, cuartas, quintas, sextas y octavas de la uni - 
dad. 

Valiéndose del teorema demostrado en el ejercicio precedente se ve inmediata— 
mente que, según el orden en que las raíces están enumeradas en el ej, 23, resul- 


tan primitivas las raíces indicadas a continuación: 


raíces cúbicas :2%,3%, 
" cuartas: :2,4, 
quintas ¿2 5 E : 4 , sa 
" 
be sextas á 2 ; ee E 
" 
$" octavas :2%,4%, ee 


30 - Demostrar que la suma de las n raíces n-ésimas de 
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la unidad vale cero.¿ Cúal es el significado geométrico de 
esta propiedad? 

Si € esunaraíz n-ésima primitiva, las n raíces están dadas, como sa- 
bemos (ej. 28) por 1, €, e sia En con lo que, aplicando una conocida 


fórmula sobre las progresiones geométricas, la suma de las mismas vale 


n 
er A y 
1-€ "1-E 


Respecto del significado geométrico, recuérdese“(cfr. "Lecciones", Cap. XI, n? 
7) que las raíces n-ésimas de la unidad tienen por imágenes los vértices A+ 


Apr Az 


centro en el origen O y radio 1 . Las mismas raíces están también repre - 


¿A de un n-ágono regular inscripto en la circunferencia con 


n-1 


sentadas por los n vectores OA, $ OA, OA, ON 1 (cfr, "Lecciones", 
Cap. XI, n0 6) y de aquí que la propiedad antes demostrada exprese que es nula la 
suma de n vectores aplicados en un mismo punto que, teniendo todos la misma 
longitud, sus correspondientes semirectas dividan el ángulo de una vuelta en án - 


gulos iguales, 


31 - Demostrar que el producto de una raíz 'm-ésima por 
una raíz n-ésima de la unidad es una raíz p-Éésima de la uni 


dad, donde p designa al mínimo común múltiplo de m,n 


En efecto; si de =8 se tie— 


ne 


mr ns mr E 


(apra poa) (py =P 1 


32 - SUSTITUCIONES LINEALES FRACCIONARIAS SOBRE U-- 
NA VARIABLE COMPLEJA: TRANSFORMACION POR RA- 
DIOS VECTORES RECIPROCOS. 


Fijados cuatro números complejos a,B, 1,6, sia cada número comple- 
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jo z=x+iy se le hace corresponder el número complejo z'=x'+iy! que es 


tá definido por la fórmula 


_ az +p 
O E) 


se dice que se pasa de z a z! mediante una transformación lineal 
fraccionaria . Siempre se supondrá que sea 

ad-pY7 Lo (2 
ya que fácilmente se ve que, si fuese ad - pr = 0 , aun valor genérico de 
z correspondería un valor fijo de z' . Dela (1) se obtiene 


AA E (8) 


Var -a 


con lo que el pasaje inverso de z' a z viene dado todavía por una transforma- 
ción lineal fraccionaria, De la (3) resulta también que, en la hipótesis (2) , la 
correspondencia entre z y z! es biunívoca, salvo dos excepciones que se pre 
sentan si Y 20 :la (1) no define z' cuando z=- Es yla (3) no define 


z cuando Zz!= . Se suele eliminar estas excepciones conviniendo en decir 


a 
Y 
quea Z=- 7 corresponde z'=00 ,ya z=00 corresponde z'= = 
Además, si Y =0 sedicéquea z=00 corresponde z'=00 
La correspondencia biunívoca entre z , z' equivale a una correspondencia bi 
unívoca entre los puntos de los dos planos sobre los que se representan los valo—= 
res de las dos variables complejas z , 2' 
Es necesario, sin embargo, pensar que se ha agregado a cada uno de tales pla - 
nos un (único) punto al infinito imagende z=00 ode z'=00 
Casos particulares de sustituciones lineales son los siguientes: 
1 


m=z+p ; z= az ; (at0) ; a , (4) 


y es fácil ver que la sustitución (1) más general puede obtenerse realizando suce- 
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sivamente sustituciones de los tipos mencionados en (4) o sea, como se dice co- 
múnmente, la (1) esel producto de un cierto número de sustituciones (4) . 

Y, enefecto, si Y =0 yporende 340 ,la (1) puede evidentemente ob- 


tenerse como producto de las dos sustituciones siguientes: 


E , 
sos : 2 = 2 +2 


mientras si. Y ¿0 la misma (1) puede obtenerse como producto de las siguien 


tes cinco sustituciones; 


zy= Yz , 19=2,+0 - E sy = BY aá_ 


como se verifica de inmediato. 
Entonces, en el estudio de las transformaciones lineales fraccionarias nos pode- 


mos limitar a considerar los casos particulares definidos por la (4). 


33 - Estudiar qué género de correspondencia queda estableci- 


da entre los planos de las variables complejas 2z , z! , por 
las sustituciones lineales 
z=2+8 y Zi= az , (ato) 

Si se piensan sobrepuestos los dos blanos considerados se reconoce de inmedia- 
to que, poniendo B = P+ip" ,la zt=z+P define una traslación se- 
gún el vector de componentes ( pr pm 

Poniendo después a = y (cos p +1 sen p) se ve también fácilmente que la 
z!= az define una rotacion alrededor del origen O ,deamplitudd «Qp , 


seguida de una homotecia de centro O y razón P- 


Recordemos que una homotecia de centro O yrazón ? es una seme- 
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janza particular en la que el punto P! correspondiente a un punto dado P 


queda definido como perteneciente a la recta OP con OP!= f op 


34 - Estudiar la correspondencia que queda establecida en - 
tre los planos de las variables complejas z z' por la par 


ticular sustitución lineal fraccionaria 


mE 


nm. — , (1) 


Introduciendo el conjugado Z de z ,la (1) resulta ser el producto de las 


siguientes transformaciones: 


1 


a a=- 


zz 


La primera es obviamente una simetría respecto del eje real x ;queda 
por estudiar la segunda a la que llamaremos transformación por radios 
vectores recíprocos (omás simplemente inversión) 


La estudiaremos bajo la forma un poco más general 


(2) 


con R constante real y positiva. 


Se puede observar ante todo que la transformación inversa de (2) es obvia — 


mente la 


2== , (3) 


con lo que la transformación por radios vectores recíprocos coincide con suinver 
sa, o sea, como comúnmente se dice, es involutoria . 


Según las convenciones del ej. 32 la misma transforma el punto O enelpun 
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to 00  yviceversa. -, 


Poniendo z= p (cos $ +isen«) , resulta de la (2) 


2 2 
a. 22 - E (008 ep +1 sencp) s 


p (cos P -isenp) ? 


de donde los dos valores que se corresponden zZ , z' tienen el mismo argumen 
to (vale decir, sus imágenes P , P' Yi 
están sobre una misma semirecta que 
parte del origen O , véase fig. 83) y 
sus módulos ? pe p están vincula — 
dos por la relación 909 t=R2 (es 


decir, se tiene OP - OP! = r? Ye 


“Sigue que todos (y solamente) los pun— 


tos de la circunferencia Y que tiene 
centroen O yradio R son puntos 
unidos de la transformación, es de- Fig. 83 . 
cir que cada uno de ellos se tiene a sí mismo por correspondiente. 

Cuando el punto P  seacerca al origen O su correspondiente P! se aleja - 
indefinidamente. Los puntos interiores de Y tienen uno exterior como corres- 
pondiente y viceversa. 

Poniendo z=x+iy , z'=x'+iy' , dela (2) se obtiene 


r2 2 x+1 
il ea 
Xx -iy ey 


Xx! + iy!= 


obteniéndose, en consecuencia, las siguientes fórmulas 


2 2 
o (s) 
Xx +Y LA 


para el pasaje de las coordenadas (x,y) del punto P alas (x' y!) del pun— 
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to P' 


35 - Demostrar que en la correspondencia entre los “planos 
z , z' definida por una sustitución lineal fraccionaria, el 
sistema de las rectas y de las circunferencias de un plano 
queda transformado en el sistema de las rectas y de las cir 
cunferencias del otro plano. 

Se ha visto (ej. 32,33,34) que la correspondencia de la que nos estamos ocu — 
pando puede siempre realizarse como producto de traslaciones, rotaciones, homo 
tecias, simetrías e inversiones. Es muy conocido a través de la geometría  ele- 
.mental que las primeras cuatro transformaciones cambian rectas en rectas y cir- 
cunferencias en circunferencias. Por lo tanto, para probar la tesis, bastará ha— 
cer ver que una inversión transforma una recta en una recta o en una circunferen- 
cia y transforma a su vez una circunferencia en una circunferencia o en una recta, 

Una circunferencia (o una recta) del plano de la variable compleja z = x + iy 
se puede representar, en coordenadas cartesianas x,y , mediante una ecuación 
del tipo 

af +y2) +bx+ey+d=0 , (1 
donde a,b, c, d son constantes reales (se tiene una recta para a=0 ). La 
(1) puede también escribirse 

azz+o 12 +04_E +d=0 
o sea 

am + $ (-io)2 + (b+ic)Z +d=0 z (2) 


“Tr ansformando esta ecuación con la (3) del ejercicio precedente, se obtiene la 
RAEE 


2 2 
AS 1 R 
az +3 *-i) +3 0+ io) ad =:0 


Osea 
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deux ER O io Er prior ario 


resultando así que ésta es la ecuación de la curva correspondiente de (2). 

La misma es del mismo tipo de (2) y representa una circunferencia si d40, 
o una recta si d=0 , Llegamos así a que tanto las circunferencias como las 
rectas que pasan por el origen (d=0) se transforman en rectas, mientras que 
las circunferencias o las rectas que no pasen por el origen (d 4 0) quedan trans— 


formadas en circunferencias. 


36 - USO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS PARA LA REPRESEN 
TACION DE CIERTAS REGIONES PLANAS. 


Recordemos que con las notaciones R(z) , I(z) se representan, respectiva - 
mente, la parte real y el coeficiente de la unidad imaginaria de un número comple. 
jo z=x+iy . Con oportunas desigualdades relativas a R(Z) ,. THMz) , |2l, 
Argz , se pueden caracterizar los puntos de ciertas regiones del plano de la va- 
riable compleja z . He aquí algunos ejemplos: 

1) si Zy esun número complejo fijo y r un número real positivo, escribien 
do 

|z-zp| <r 
se definen los puntos del círculo que tiene centro en Zo Y radio r 

2) designando con a un número real, con la desigualdad R(z) > a sedefi - 
nen los puntos de un cierto semiplano ;análogamente con desigualdades del 
tipo R(z) <a , 1Tz) >2, WMa)<a ; 

3) designando con « un número positivo menor que Tí , con la escritura 
MS arg(z-Zp) <a 


se define cierto ángulo con vértice Zz, y amplitud 2a 


0 


4) siendo zp, z, dos números complejos dados y k un número real, posi- 
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tivo y distinto de 1 , la condición 


caracteriza los puntos del denominado círculo de Apolonio limitado por 
la circunferencia lugar de los puntos cuyas distancias a Z¿ Y % guardan la re 


lación constante k 


37 - LA FUNCION EXPONENCIAL EN EL CAMPO COMPLEJO. 
(Ver "Lecciones", Cap. XI, n% 8) 


Calcular el valor de las siguientes exponenciales: 


¡E log 214 
Me. , o e 4 
x T 
¡2 41 
a, Mm e? ' 
e: ; 3815 
log 3-5 == 3 
0. t d 6 e + 


Una vez aplicada la fórmula de Euler se encuentra, respectivamente, 

E Yan, 

e) [Vis fs + (5-07, m Faqs +1-1Y10-2/5 
(5) % Y2+ -1Y2- 2. (6) YE (1-1) 


(1) a 


38 - Demostrar las siguientes identidades: 


E 
2 z ¿+2 1 zz 
a PE LR : 
22 
e 
Por la fó la de li miend: = i = i ten- 
)rmu le Euler, poniendo E E + Y e es 2, +1 , 8e n 


drá: 


z. 2 a +i E ,H. 
el.e 2e 1 Le 2 - =e *L(cos y, +isemyy) * e 2008 y, +isenya) = 
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X+x 


x]+X9+i( *Y2)  21*Z9 
=8e all cos (y, +y2)+isen (y, +y2)] =e =e 


Análogamente para las otras. 


39 - FUNCIONES CIRCULARES E HIPERBOLICAS EN EL CAM- 
PO COMPLEJO. (ver "Lecciones", Cap. XI, n%8). 


Calcular: 

Da T 

(1)  cos(3 -i) hi (2)  sen(-7- + ilog 3) , 
Y d 

(3) te +21) , (4) — cotgíi log 2) , 

(6)  cosh(i En) A (6) senh (1 -i L, , 

Tr 
(M tnd-7) , (8) — cotgh (1 -iN ) 


Por definición se tiene 


¿A 1 z 
Ñ IE AGA A 
008 ($ -1) - LH > LE 


Análogamente se encuentra 


EN e et+1 S 
(2) + 6+4 E (3) E 3 
Mm 15 : Oo FQ5D 
o Zl.-4-10b]: mavaos 

2 

er+1 
e == 

ea 


40 - Demostrar las siguientes identidades 
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2 2 


cos? z +sen%z=1 


CO8(Z] + 2) = COS Zy - COS Zy - SEN 2, * Sen zo 
1 
cos(=3> -Z) = sen z 


tg22=—2 2 
1 -tg2z 


Se tiene, en efecto, 


z iz 1z _¿1z 
cos? z + sen? z a, (e. 


Análogamente se demuestran las otras. 
41 - Demostrar las siguientes identidades: 


cosh? z- senh? z=1 A 
cosh (2, + Zy) = cosh z, cosh zy + senh Z, senh zo 
senh 2 z = 2 cosh z señh z 


Se tiene, en efecto, 


cosh? z -senh? z.= (ere? 19 PE Eto era 


Y análogamente se demuestran las otras, 


42 - Demostrar las fórmulas siguientes: 


S cos( a+ 2) - gon (1 DÉ 
cos( a+kB)= 
P sen E 


k=0 2 


sen (a+ 2É) - son 13 DÉ. 


sen tap $ 
=0. ca 


Se tiene, en efecto, 
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i(a+kB), A(a+kp) 
Ene pre USPS 
10 0 2 
n n 
A e o MI 
1-0 k=0 


y observando que las dos sumatorias representan las sumas de n+1 términos de 
dos progresiones geométricas de razones iguales a elB y AP , respectiva- 


mente, tendremos 


= i -el(n+1)B da 1-e1tDP 
cos (a+kg)=Lel9 A 4 de o A A AAKXÓÁ 
E A de 


A da al [a+(0+1)8] ¿da _¿Alarkm+1)8] 
=Í Y ———  —_—_—__——— 
1 -elP 1-01 
18 

Multiplicando numerador y denominador de las dos fracciones por -e z y 
É 
e , respectivamente, la última expresión se transforma como sigue; 

- ia =S 1 [a+(a+1) 8 aL Ha-h A[a+(0+1)B 54] 
lo +e +e -e cs) 
Se 2 es e e O 

i5 4 
e*..?2 


edi” deb até a 


e -8 Ls -e ] 


SE 
sen (a+nf + sen(a-£, cos( a + 2) sen £*PÉ 
- 2 sen £ - sen É 


De modo perfectamente análogo se prueba la otra identidad. 


43 - Demostrar las siguientes fórmulas: 


(1) cosa+cos3a +cos5a +...+cos (2n+1)a = A 


“o: 


5 
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sen? (n+lja 


(2) sena+sen3a +sen5a +... +sen(2n+1)a = —_——= , 
sen a 
2 
cosTim+DAa si n es par 
A cos a 
(3) cos a -cos3 a +... +(-1) cos(2n+1)a = 2 
sen (0+Da_ si n esim- 
cos a par. 


(4) sena -sen3a +... +(-1P sen(2n+1)a =(-1 Sta 
2cos a 


Las (1) y (2) son casos particulares del ejercicio precedente: basta hacer B = 
=2a 
as 
Para probar las (3) y (4) basta cambiar a en 0 en las (2) y (1) 


respectivamente. 


44 - Escribir bajo la forma a+ib las funciones cosz , senz, 
tgz , coshz , semnhz , tghz 
Se tiene, fácilmente, 


ja ¿Az ¿ey ciecy) ye, yo 


ey (cosx+isenx)+ ey (cosx -isenx) Ñl 
3 = cos x cosh y -isen x senh y 


De modo análogo se encuentra que 


sen z = sen x cosh y +1 cos x senh y al 


a AE Y 
cos 2 x + cosh 2 y cos 2 x + cosh 2 y 


cosh z = cos y cosh x + i sen y senh x A 


senh z = cos y senh x +i sen y cosh x . 


a senh 2x de sen 2 y 


cosh 2 x +'c08 2 y cosh 2x +c0s 2 y 


tp 
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45 - APLICACIONES DE LA FORMULA DE EULER AL CALCU- 
LO DE INTEGRALES. 


Dar un método de cálculo para las integrales indefinidas 


j cogn x dx A Jue x dx y fué sen? x dx 


donde m ,n son enteros positivos y aplicarlo a ejemplos 
particulares. 

Previamente observemos que los exponéntes son todos pares , no siendo en- 
tonces aplicable el método del Cap. IX, ej. 17. 


El método más simple para calcular las integrales aquí consideradas es el de 


recurrir a las fórmulas de Euler: 


¡ER AS (4) 


mix as 
foostxas- a + OS A A 


=L | (2 cos4x+8c082x+ 6) dx = Le senta +8- sta +6x)+0= 


A ; 
= 37 Sen X + -q Sen X+ gx+e 5 
ix _ ix 
fratzá- ( $ dx= 
ó . : > 3 
= -5 £ E A A 


1 
5 fuomoz 120o04x0 0000025 20) 4 


€) Esto equivale a usar las fórmulas que expresan las potencias de cosx , senx , por 
medio de los cosenos y de los senos de los arcos múltiplos de x (ver ej. 13); pero no es ne- 
cesario recordar tales fórmulas de memoria pues reaparecen automáticamente. 
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1 sen6x sen4x sen2x 
= A e do 


3 Y A 3 4 15 2 5 
== Tp Sen 6x+ ¿q sen 4x- py sen2x+¿x+e o; 


ix y ¿gi 
foot ae xdx= £ E HUA ERAS dx = 


+4 gy 40 0% (a 


” 
2l- 
== 
pon 

E 


1 fnass 247, y gt, ¿SÍ 


- E, fercoroxo toos ax 2002 2x 4) dx = 


1 ( sen 6x 4 en 4x pa za 
A A A eZ . 
54 6 4 2 En Ho 


-L]sonox- de 2 == 
- Ga sen 5q Sn 2x + px +0 


Cuando los exponentes de cosx , senx son iguales, conviene previamente 


SRorÍbl=- 00m een EE (senza) om y después aplicar la fórmula de Eu- 


ler, Por ejemplo: 


zx -2ix 
Goo es! xdx= Sossz23,1a.- [Er a. 
SL [poi go 8 gt BE) dz 1 Í (200 8x -8 008 4x 46)dx = 
256 256 


sen8x 2 4x 


= =*F (cade a +6x)+c= n= sen8x - sen 4x+ gx +o 


e 
46 - Calcular las integrales Jtotza a fo: sen xdx , 
ya consideradas en el Cap. IX, ej. 27, utilizando las fórmu- 
las de Euler. 


Se tiene, por ejemplo, 


a 


1 [ eba+3ix MS amix E] 
=s—=| ——+3 +3 + +0= 
8 a+31i a+i a-i a-3i 
1 8 pits a AS |. 
==. ———— —— e= 
8 a+3i a+i 
1 ax| .acos3x+3sen3x a COS x + sen x 
=— o +0 
4 at+9 +1 


47 - LOGARITMOS Y POTENCIAS EN EL CAMPO COMPLEJO. 
(ver "Lecciones", Cap. XI, n* 9) 


Calcular los siguientes logaritmos: 
Log i 5 Log (- 1) 5 Log (1-1 Y 3 

¿Cuál es el logaritmo principal? 

De la definición de Log z=log | z| +iArgz se tieñe 
Logi=1l0g1+1(7+2kXM)=1(FP+>2kX) 

El logaritmo principal se obtiene tomando, en el lugar de Argz ,.el valor 

principal del argumento, argz ,con -T<argz < XT. Se tiene, entonces, 

logi=i z 

Análogamente se encuentra 
Log (-1)=i(X+2kX ) a log (1) =iN ; 


í 
Log (1 -1//3)=10g 2 +1 (--E+2km 3 log (1-1 3) = 10821 


(%) En este pasaje se hace uso de la noción de integral de una función compleja; trátase de una 
cosa obvia, que se ha tratado con precisión en "Lecciónes", Cap. XIX, n% 1, 
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48 - Calcular las siguientes potencias: 
Pi Po A EA y A, 


La 
¿Cuáles son las potencias principales? 


De la definición de potencia con base y exponente reales o complejos: 
(a ]= e PLoga 
sigue inmediatamente 
í dp elLogi_¿l* A(F+2ki) _ ¿E+2kx) 


el valor principal se obtiene tomando el logaritmo principal de 


ab e Pla 
y entonces 
¿- 
Análogamente se tiene 
al] - ¿2er ; Lai 
3 Hom) 
(aro! e * (cos log 12 +1 sen log V2) A 
a: 
a+rii=e * (cos log Y 2 +1 sen log V2) á 
-X okt 
( a 00% | a pas E [ cos(log ERES 7) -isen(log ya E z ,] 
A 
(A-) = yze* [ cos (log ya+L lí -isendog 29 E el ] ; 
( ¡Hi ' 2kK A 57 
¡Cl [ cos log 2 + i sen log 2) ] 
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2. + (cos log 2 + i sen log 2) 
49 - Demostrar la siguiente identidad: 
Í (pe patio ] = pao Prr [ cos (ay +b logo ) +isen (app +blogp)] 


con Pur Pp+r2kx a 


donde a y b son números reales. 
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CAPITULO XIl 
Matrices y determinantes 


1 - CALCULO DE DETERMINANTES (ver "Lecciones", Cap. XII, n%% 
2,4, 6,7). 


Calcular los siguientes determinantes de tercer orden: 


E 1 

3 “1 2 1 z 3 

A=| 4 8.10 |, Age] 1 2 3 A 
L 1 

Y, 3 1 3 2 E 

y i 1 1 2 3 
Aj=| 0 1+2i 1 ,» Ay=| u 12 13 5 

14 2+i i 111 112 113 

2 ab 1 1 1 
A5=| 2a ab 2b|, Ag=| a a+b a+2b 

1 z 1 af+b) (a+b)(a+2b)  (a+2b)(a+3b) 

4 


Se encuentra A, =144 ; Az=7- ; Ag=-4+4i ; A¿=0 (réstese de 
la 2 fila, la1*%, ydela3? 1a2%) ; A¿= (a -bJ7 (súmese a la 1% columna 
la 3% más la 2% multiplicada por -2) ; Ag =2b* (de la 2 columna réstese la 


l1*ydela3?, la2?), 


2 - Calcular los siguientes determinantes de 4% orden: 
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3 1 5 0 
4 2 1 3 
A + 
E laD! 605 2 
2 4 7 0 
1 1 
ls 2 2 TE 
2 3 E: 
5 4 2 
Ao= , 
2 
0 Alea 2 
5 
2 1 1 
3 y pp. . 
0 i i a b c d 
i 2 e 0 b e d a 
Az= »Ay= 
3 ai 0 i e d a b 
1 0 i 4 d a b e 
8069 


Se encuentra A¡=-336 ¡; A (póngase primero en evidencia de 


750 


las sucesivas filas los factores + , + E + ó > )i Ag=0 5 Ag> 


= [0 -d%+(4-02] [ pra? (are? ] 
Para el cálculo de Ag obsérvese que sia la 1% fila se agregan las otras 


se obtiene 


1 1 1 E 

b e d u 
A¿=(a+b+c+d) 

e d a b 

d a b e 


y que si, en este último determinante, de la > 5 E y e columna se sustrae 


la 12 , se puede sucesivamente escribir: 


A y (A+b+c+d) : =(a+b+c+d) d-c a-c b=-c 


Agregando ahora a la 1* fila la 3% se deduce 


a-b+e-d 0 a-b+e-d 
Ay (a+b+o+d) d-e a-c b-c = 
a-d b-d e-d 
di 0 1 
=(a+b+c+d) (a-b+c-d) d-e a-c  b-c = 


=(a+b+c+d)(a -b+c-d) d-e a-c b-d 


a-d b-d  c-a 


y de aquí es fácil llegar al resultado. 


3 - Calcular los siguientes determinantes de 5% orden: 


1 1 4 2 3 1 i 1 2 14 

3 4 10 9 16 2 -2i 1 3 -3+2i 

A¡=| 2 1 11 4 23. Az= i 0 1 1+i  1+i 
1 6 12 5 3 el 2i 1-2i 22 1 
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4 2 .. 0 É a ao 
5 3 0 2 0 at yz a a? PS 
Ag [6 a e A E A O 
3 2 2 4 5 e ES a 1 a 
1 3 1 8 4 a e 3 tna 


Para el cálculo de A, Obsérvese que agregando a la E O AR ES 


, 
las, la e multiplicada por 3, -2, -1 y 5, respectivamente, se obtiene 


1 1 4 2 3 
L 2 3 1 
0 A 2 3 1 
3 3 0 ld 
A, = 0 3 3 0 1 = ; 
7 8 Ti 2 
0 7 8 7 2 
3 4 -15 3 


1 2 3 1 
2 1 3 
2 1 3 0 
A7 =- 5 4 1 = 52 
5 4 1 0 
0 2 4 
0 2 4 0 


Procediendo análogamente para Az +, Se puede escribir 


£ i 1 2 14 
1 a 1 1, 
o 1 a a 1 
1 Li 14 0 
Ay 0 E -1+i 1 0 =, 
Al -2i 21 i 
0 i 21 2i i 


-2i 1+2i 0 3i 
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y agregando a la 2% columna la 32 (en el determinante de 4% orden) : 


1 0 DO 
(057 1. 41 
1 0 4 0 
Az= <a) | 1. 14 0 | == 43. 
i o a i 
o 2 i 


-2i 1+2i 0 3i 


Para el cálculo de Az conviene desarrollarlo por los menores contenidos en la 


¡matriz formada por las primeras tres filas; se encuentra inmediatamente 


4 2 3 
2 5 
Ag==| 5 3 2 = (45) - 3 =135 
1 4 
4 5 5 


Por último, con respecto a Ay » restando de la 2,3%, 42 y 5% colum- 


mas la respectivamente precedente multiplicada por a , Se obtiene 


1 0 0 0 0 
* 12. 0 0 0 

Aaj= [ao o 14 0 0 = (1-2) 
2 0 0-14 0 
a 0 0 o. 14 


a) = (a+ by" 7 


1 1 AE? 1 
1 2 att 
1 2 32.12? (1)? 
e) =11 21 31...n! 
1 a ea 1 
1 Yo Ps Ñ 
E? 0 Oesga ¡0 0 0 0 
1 Ba d 0 0 0 0 
Dd, Le en 0 0 0 
A A A 
0 0 0 A 0 
0 0 0 0 E A 
0 0 o Discos 10% o <= a, 


5 1 
= Aa a DO. Cap + 7 
2+ A A1+ z 
An-2 R 
on-3*, 
bl x x x x 
x aa Xx x x 
x Xx ag: x x 


(4) = 


= X(81 -X)(49 -X).. «(Ap=x) ¿- 
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Para establecer la (1) basta desarrollar el Heterminante por los elementos de 
la 1% fila ; los relativos complementos algebraicos son todos determinantes de 
fácil cálculo. 

La (2) es inmediata cuando se haya observado que se trata del determinante de 


Vandermonde de los n+1 números 1,2,3 


A 


Referente a la (3) , conviene demostrarla por inducción, tras haber observado 


que es cierta para n=2 , ya que se tiene 


= % ay+1= a a+) Ñ 
% 

Una vez admitida como cierta la (3) en el caso del orden n-1 , demostre — 
mos que como consecuencia de ello resulta cierta para el orden n .  Indicando 
el determinante del 1% miembro de (3) con Cp ( % Lo sii iy e) , se tra 
ta en esencia de probar que es 


k: 
(5) =0, + 1 
Ap-1* Y 
aa 
.. L 
L 
tras haber admitido que vale la 
1 
(6) = Qp1+ a 
An-2 
nt... 
a q 
“1, 


Con ese objeto desarróllese el determinante c, por los elementos de la últi- 


n 


ma columna; resulta fácilmente 


Cp (jp gr.» Ap) AC j (jp Agr +09 Ag lg lay A %-2 
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y entonces 
Cp (> Oo 2.) O e 2%» Sy A ) 
CERTAIN y z 
o o 
'n: e 1%. yc % 


de ésta, teniendo en cuenta la (6) , se obtiene de inmediato la (5) , que es lo que 
queríamos demostrar. 
Por último, para establecer la (4) , réstese la n-ésima columna de cada u- 


na de las primeras n-1 ;se obtiene así: 


. 
ax 0 0. 0 a E | 
0 aX 0 0 x | 
0 0 ay. 0 x e 
0 0 0 ES 


1 0 0 0 
0 1 0 o 
0 o 1 0 


=(2 —X)(Ay AMA)... (2,1 298, 2) 


Ay 


agregando ahora a la última fila todas las precedentes, se llega a la expresión 


x 
T 0. 0 ax 
x 
0 Lor 8 ax 
la, Da, 3)... (a, 2) a SPD atada 
x 
0 0. El 
Ay A 
B_1 
1 0 0 0 lx q ax 
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y de aquí se pasa inmediatamente al resultado final. 


A 


5 - Calcular el siguiente determinante (donde A, indica 


conjugado de ax ) 


a0 21 A2.-- An 


EN 1 0, 
a EN 0 1 o 
EN 0 esas E 


Desarrollando según los elementos de la 1% línea se obtiene fácilmente 
2 2 2 
A=ag-|ajl - lagl"-...-]apl 


6 - Demostrar que el siguiente determinante 


TS a9X ares. ip? x 

yy Ay9+x Agp *X 
D(x) = 

By +A Ap9X .oo... Ap iX 


es un polinomio de 1% 


presión de tal polinomio. 


el 


grado de la variable x y dar la ex- 


Aplicando repetidas veces el teorema sobre los determinantes que tienen una co 


lumna de elementos binomios, se ve que el determinante D(x) se descompone en 


la suma de 2 determinantes, el genérico de los cuales se obtiene así: se su — 


primen k columnas (k=0, 1, 2, , n) enel determinante 
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| A “em 
a a a 

A = (1) 
[O 


y se las sustituye por otras tantas columnas de elementos todos iguales a x .Pa 
ra k=2,3,..., n tales determinantes resultan todos nulos (ya que tienen por 
lo menos dos columnas idénticas) quedando por lo tanto solamente el relativo a k= 


O (quees A )ylos relativossa k-1 (queson n entotal). Se tendrá, en- 


tonces, 
or a x Lo 21 
n OÍ o 22, s-1 Ss NS 22n 
D(x)- A+ > = 
A IR 
AL “n, s-1 y An, setos nn 
AL a, 51 1 AL, s+lo+>-- Ln 
de o ..... a El Md a... a 
ano) 21 2, e-1 2, 8+1 2n 
Bl | isrerr rr iie ........» . 
Ao ES! 1 e dlietoa San 


El último determinante, desarrollado por los elementos de la s-ésima colum- 


1 , 


na resulta igual a ir 


$ 2as , habiéndose indicado, del mismo modo 
que en "Lecciones", con he al complemento algebraico del elemento Ak en 
el determinante A .Se concluye, por lo tanto, que 

Dx) = A + Bx 
1 


con A dado por la (1) y B= ) ) Ay (suma de los complementos alge 
r=1 s=1 
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'braicos de todos los elementos de A ). 


7 - GENERALIZACION DEL DETERMINANTE DE VANDERMON- 


DE, 
Llamando PY, PG) . PAR rs... P.1% a n polino-— 
mios de la variable z ,con los grados 0,1,2,... ,n-1 
respectivamente, y dados Zo Za + 2 > números reales 


o complejos, se desea calcular el determinante 


Po (21) Po(Z2)  ..... Po (Zn) 
UY Ple) 0... Pp) 

D- Pa (21) Palza) ..... Po(2p) (1) 
a (21) Pa 1 (29) re... Pa al (2.) 


en el que con Pp (2) se ha indicado el valor asumido por el 


polinomio Py (2) cuando en él se ponga Z= 2 


Observemos previamente que el determinante (1) es una generalización del de- 


terminante de Vandermonde ya que este último se obtiene de (1) cuando sea 


Py) =1 . 2E)=%.. Dl)=2 ,. ..., Pay (2) = 20 
Para calcular D pongamos 
> hk h 
Py (8 > 02 a Al o O) 


y notemos que puede escribirse 
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D= 
1 icons 
a 
E 2 n-1 
2k 2k. 2k 
= po ] 200%, Mk ---2 z 2 E UA 
+: ems 00%, 2 'n-1, 1 2 n 
k=0 kg=0  Kkp>0 - 8 Kn 


Consideremos el último determinante escrito. Si k, =1 , el mismo resultará 
nulo por tener idénticas las primera y segunda fila; basta. entonces considerar k 
=0 ,conlaquela 12 yla 2% fila resultan 1,1, ...,1 y Zap Zap +++ po 
Si ky=1 o también si k2=2 , el determinante volverá a anularse pues re - 
sultarán idénticas las 2% yla 3% línea ola 1% yla 3% , respectivamente; bas 
tará entonces considerar k, =0 con lo cual las primeras tres líneas resultan 


2 ,2 2 


od E Zj, Zo + 5. Zi, Za - a Prosiguiendo así se con- 


cluye obviamente que un solo determinante puede ser distinto de cero: el que co— 


rresponde a k. ... =k,_=0 y que coincide con el determinante de Van 


a de los n números indicados. Por otra parte, 


dermonde — V(2y, in) 
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considerando solamente k, = =...=Kkp=0 , la sumatoria múltiple se re 


duce a un solo término, concluyéndose que 

D= 300 210420 --* *n-1,0 Vl21, 22, ->-» 2p) , 
en donde, recordemos /' véase la (2) 7, 200» A10» +=>» Ap-1,0 Son los coe— 
ficientes de las potencias de mayor exponente de los polinomios Po a Pz) A 
Pa (2), $e Pa-1 (z) , respectivamente. 


Se tiene, por ejemplo, 


1 1 1 
221+3 229+3 22 +3 =1+-2:5 V(2, 29, 22) = 
527 -2,+4 527-2914 A 


= 10 (29 - 21) (23 - 21) (23 Zo) 


8 - ECUACION CARACTERISTICA DE UNA MATRIZ CUADRA— 
DA. 


Demostrar-que el siguiente determinante 


(1) 


es un polinomio de la variable x , de grado n y dar la ex- 
presión de tal polinomio. 

Advirtamos previamente que determinantes del tipo (1) se encuentran en nume- 
rosas cuestiones de geometría, de mecánica racional, de física matemática, etc., 
teniéndose, sobre todo, ocasión de considerar la ecuación D(x)=0 ,.enlain — 


cógnita x , que se denomina la ecuación característica dela matriz 
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cuadrada 


Í (2) 


En lo que sigue deberemos considerar menores particulares de esta matriz(ver 
"Lecciones", Cap. XI, n? 3) y, precisamente, los llamados menores prin- 
cipales 3h,ho, h hyh) h, Yue son los generados por filas y columnas que 

Ba «hy 


tienen los mismos índices h, < h, ar € Bo . Para el adjunto de tal menor, 


' 


a , se tiene evidentemente, 
hyho.-hy, Byhy...h 


1 


a = a 
hjBz.-hyoByho. hy 7 hp, y Bos g0 Bosh 


p+2"* 


donde hp,] < Mo+2 < ...< hy indican los índices relativos a las n-p filas 


y n-p columnas no consideradas en el menor . Se ve 


a 
hy hz..-hp,hyh)...by 


así que el adjunto de un menor principal de orden p es un me 


nor principal de orden  n-p 


Advertidos de ésto, escribamos la (1) bajo la forma 


ayy Ayo coc Ajp+0 

a7,+0 SS Ay, +0 

21 aro 29 
D(x) = 

Ay +0 Ap2t.. A, +X 


y apliquemos repetidamente el teorema sobre los determinantes que tienen una cu 
lumna de elementos binomios. Se ve entonces que D(x) resulta igual a la suma 


de 2% determinantes, de los que uno es el determinante A de la matriz (2) y 


los otros se obtienen a partir del A enel que se sustituye p de sus colum - 
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nas (p=1, 2, ..., n) con las correspondientes columnas del determinante 


x Do... 0 
> 6) 
Es decir que puede escribirse 
Dx) =A +8, +87+... +8, +x ; (4) 
habiendo indicado con Ss, (Pp=1, 2, ..., n-1) la suma de todos tos a ) deter- 


minantes que se obtienen de A del modo antedicho. Consideremos uno de estos 
determinantes y supongamos que el mismo haya sido obtenido sustituyendo en A 
las p columnas de índices h, < ha AOS h, con las correspondientes co 
lumnas del determinante (3) ; lo indicaremos con Dh. h ñL OA Si se desarro- 
y 
lla Dh. iS “h, Por los menores contenidos en la matriz formada por las p co 
192---hp 
lumnas mencionadas, se reconoce de inmediato que en tal matriz hay un solo me- 
nor no idénticamente nulo (el relativo a las filas y columnas de Índices h,h)... 
>» -hp) , Que vale xP . El adjunto de este menor es, con la notación ya men — 


cionada anteriormente, , teniéndose así 


' 
a 
hyh...hp, hi ho...hp 


D, 
hy ho. 


y, en consecuencia, 


gt 7 a h,hy..-h, 
E A 2-== Mp» BiB2---Bp 


“Por una observación hecha al comienzo, le suma aquí indicada no es otra que la 


suma de todos los menores principales de orden n-p de la matriz (2) , suma 


1 


que indicaremos con An . Se puede entonces escribir S_=A x y, en 


> po ón» 


definitiva, por la (4) 


Dfx)=A+A,y E ES 3 
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donde, repetimos, A es el determinante de la matriz (2) que 
da origen a D(x) , An-1 es la suma de todos los menores 


principales de orden n-1 de dicha matriz, An-2 es la suma 


de todos los menores principales de orden n-2 de la misma 


matriz, etc., etc. Se tiene, por ejemplo, 
Li sa *a 31 y M8 
221 29% 223 = 5. Ta 2295] 
Fi 39 Pg 81 a “3 


+ + - x+(2] 1+297+299)x 0 


9 - DETERMINANTES HEMISIMETRICOS , 
Un determinante de orden n , con los elementos Ahk Se denomina hemi- 
simétrico, cuando, para todos los pares de índices h , k , se tiene 
fín = 7 Phk 
Debiendo ésta valer también para h=k se deduce que todos los elemen 
tos de la diagonal principal son nulos. Se trata entonces de determi-= 


nantes del tipo 


0. a b e 
0-0. "b 
0. a 40d e 
(1) , 20 el, y... 
a.0 +dAo sf 
+ 0 


==. t 0 


Es evidente que el transpuesto de un determinante hemisimétrico A - coincide 


con el que se obtiene cambiando el signo de todos los elementos de A  , de lo 


que sigue A =(-1)% A 
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Esta relación se reduce a una identidad si n es par resuivando, en cambio, 
más significativa en el otro caso puesto que nos dice que un determinante 
hemisimétrico de orden impar es siempre igual cero, 

No nos detendremos a estudiar los determinantes hemisimétricos de orden par; 
nos limitaremos a enunciar la siguiente propiedad: un determinante hemi- 
simétrico de orden par es igual al cuadrado de un polinomio, 
con coeficientes enteros, de los elementos del mismo. 

El lector puede verificar esta afirmación sobre el primer y sobre el tercer de- 


terminante de (1) , que valen a y (af - be + ed)? , respectivamente. 


10 - PRODUCTOS DE MATRICES Y DE DETERMINANTES ( ver 
"Lecciones", Cap. XII, n% 8 y 9). 


Calcular la matriz ABT para los siguientes pares de ma- 


trices A y B 


4 2 2 5 
() A=] -L 3 » B= Y UR ; 
5 4 LN 
21 al 0 14 0 4+i 
(2) A= , B= 
i 3+2i 2 -2 pl á 
1 1 1 xi 0 dl 0 1 
(3) A= a a b e A B= a 0 a 0 ; 
E O 0 b 0 c 


y verificar la validez del teorema de Binet. 


Se encuentra, respectivamente, 
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ay  ABT=[| 17 10 -27 ,  det(ABT)=0 >; 


10 12 2 


131 3+2 a 
(2) ABI= ,  det(AB")=30-20i ; 

931 3-2 

2 2a b+e 
e)  ABT=| ajo  alsab abro? |, det(ABT)-a(a-b)(a-c)x(b-c)? 


El teorema de Binet afirma, precisamente, que - «det (BT, vale 0 en el 
1% caso; que enel 2% caso es la suma de los productos de los tres menores de 
2% orden extraídos de la 1% de las matrices (2) por los correspondientes me — 
nores extraídos de la segunda, o sea: 

8: (1+1)+ (4 - 21) - (7+1)+2- (4 -i) 
que en el 3%" caso es la suma de los productos de los 4 menores de 3%% orden 
extraídos de la primera de las matrices (3) por los correspondientes menores ex 


taídos de la segunda, o sea 


0- 0+0- a(b -c) + (b -a) (e - a) (e -b) - 0 + (b -a)(c - a)(c -b) - a(c - b). 


11 - Calcular la matriz AAT , con 
1 0 1 
o” 1 0 
a 0 a 


0 b E 


y la matriz BB" , con 
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Calcular det(AAT) , det(BB*) con el teorema de Binet 


Se encuentra para AAT la siguiente matriz 4X 4 simétrica: 


2 0 22 1 
0 1 0 b 

2a o 22 1 E 
1 b a b%1 


El correspondiente determinante es nulo por el teorema de Binet, ( Obsérvese 
que la 1% y la 3% fila están constituídas por elementos proporcionales). 
La matriz BB* resulta ser la siguiente matriz 3X3 hermitiana : 


2 0 2i 


-2i 2i 8 


y Su determinante vale 16 . 


12- Representar con un determinante el producto de los dos 


determinantes de cada uno de los siguientes pares: 


d, 2 3 1 2 o 
(1) 2 3 1 A 2 0 1 ; 
3 1 2 o il 2 
o 1 2 
a 2 
(2) 3 0 4 > 
3 a 
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2 0 2 i 
i 2 0 2 21 1 
(3) 
i 0 á 2 1 21 
2 “i 0 i 


Los dos determinantes (1) [cuyos valores respectivos son -18 y -Y son 
del mismo orden por lo que un determinante igual al producto de los mis— 
mos viene dado, por ejemplo, por, det (ABI) , donde A y B designan las 
matrices correspondientes a los dos determinantes. 


Se encuentra así el determinante 


5 5 8 
(1) 8 5 5 
5 8 5 


y el lector puede verificar que el mismo vale efectivamente (-18) - (-9) = 162 
Los dos determinantes (2) (que valen 56 y -2 respectivamente) no son 
del mismo orden; pero el segundo puede sustituirse por un determinante del 3%'or 


den, por ejemplo, el siguiente 


1 0 0 
a 1 2 
b 3 Á< 


con a y b arbitrarios . Entonces, procediendo como antes, se encuen - 
tra 
0 3 3 
rn) det(ABT)= | 3 3a+8 3b-16 
| 5 5a-6  5b+18 
y es fácil verificar que, cualesquiera sean a y b ,este determinante vale 


56 - (-2) = - 112 
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Por último, para los dos determinantes (3) (que valen 25 y 5 )seproce- 


derá análogamente, sustituyendo al segundo de ellos, por ejemplo, con el determi 


nante 
1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 2i 1 
0 0 1 2i 
y logrando así que sea 
2 0 31 4 
i -2 2 4i 
(81 det(ABT) = Ñ 
i 0 4 3i 
2 Y i -2 
que vale, efectivamente, -125 


13 - DETERMINANTES ORTOGONALES 


Un determinante 


, a) 


formado con elementos reales , será denominado ortogonal cuando el 
producto de dos cualesquiera de sus filas sea igual a cero y el producto de ca- 
da fila por sí misma sea igual a uno , es decir, cuando 
n =0 para a tr , 
> Ark “sk (r,s=1,2,...,n) . (2) 
k=1 =] para s=r , 
Tales son, por ejemplo, los dos determinantes 
cos a -sen a 


(3) 


sen a cos a 
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cos acos f -sen asen f cos 1 cos asenf -senacosfcosY  senasenY 
sen acos f +cos a seng cos Y -sen Asenf +cosacosfcosY cosa sen Y 

sen f sen Y cos B sen Y cos Y 
como es fácil verificar , 
Los determinantes ortogonales se suelen encontrar en Geometría analítica cuan- 
do se trata la transformación de las coordenadas cartesianas ortogonales, y go— 


zan de varias propiedades que ahora demostraremos. 


J-Un determinante ortogonal vale 1 o -1 
En efecto; calculando su cuadrado con el método del ej. precedente, se obtiene , 


1. Don 0 () 
en virtud de la (2) , A“=|0 1...0 | =1 ,dedonde A=* 1 


IU - El complemento algebraico de cualquier elemento de un 
determinante ortogonal A resulta igual al mismo elemento 
multiplicado por A (o sea por +1 o por -1). 


En efecto; fijado el elemento a dela (1) sigue 


E 


(Ars Uns) 


Si en este último determinante, agregamos a la columna s lacolumna 1mul 
tiplicada por an» la columna 2 multiplicada por A la columna 


s-1 multiplicada por As , la columna s+1 multiplicada por ar, sp” 


(*) Los dos casos son efectivamente posibles. Por ejemplo, los determinantes (3) valen am - 
bos 1 ; si en ellos se cambian de signo los elementos de una fila, se obtienen nuevos deter — 


minantes, todavía ortogonales, que valen -1 


. 
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..., lacolumna n multiplicada por O obtenemos, en virtud de las (2) : 


Ager De... ln 
Ars A= Ap 1 Arm | =1-A75= 858 , 
Bnto+- D..... Ann 


donde ars denota, como de costumbre, el complemento algebraico de ag, 


que es lo que queríamos demostrar. 


HI - El determinante traspuesto.de uno ortogonal, es todavía 
ortogonal, 

£sto equivale a decir que en el determinante A , supuesto ortogonal según la 
definición dada (que se refiere a las filas del mismo), el producto de dos co - 
iumnas cualesquiera es nulo, mientras que el producto de cada columna por 


si misma es igual a 1 . Se trata, entonces, de hacer ver que vale la fórmula; 


=0 para sir , 
> Abr 2hs as 1, 2 ss. 0) 
h=1 =1 para s=r , 
Se tiene, en efecto, por el teor. II, Br A = hr , Je donde multiplicando 


por arg Y sumando respecto del Índice h 
n n 
1 
7 o 2 Ps 
1 h-1 
vale decir, por los dos teoremas de Laplace, 
n =0 para sikr 
A7, “ar *hs 5 
h=1 =A para s=r 
de donde sigue la tesis. 
Tengamos entonces presente que al definir un determinante ortogonal nos pode- 
mos referir indiferentemente a las filas o a las columnas. Notemos, por último , 


que el teor. II expresa una propiedad característica de los determinantes ortogo- 
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nales, pues se tiene: 


IV - Si en un determinante A no nulo, el complemento alge- 
braicoó ae cada uno de los elementos es igual al producto de 
dicho elemento por A , entonces el determinante es ortogo- 
nal. 

La demostración se logra con el mismo razonamiento que se ha hecho en el te— 


orema precedente. 


14 - DETERMINANTES CIRCULANTES. 


Se denomina circulante a un determinante del tipo 


a A age Anj Sn 


n 2 22 M2  “n1 

1 a 7-2 
Alas a a ie 

ag EN a5....21 EN 

Ag A3 24... Ap az 


es decir, tal que cada fila del mismo se obtiene de la precedente mediante una sus 
titución circular (se corre cada elemento un lugar hacia la derecha y se pone el úl- 
timo elemento en el primer lugar). De un determinante así formado puede darse u 
na expresión elegante, haciendo intervenir las raíces n-ésimas Ep Eg os 


En de la unidad positiva, Precisamente, introducido el polinomio 


P(2)=8, +a92 +83 22+...+8, 7 2? nl 


queremos demostrar que se tiene 


A=P(e) Ple). PLE) > (0) 
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donde se ha indicado con P( Ex) > (k=1, 2, ..., n) ,el valor asumido por el 
polinomio P(z) cuando en él se ponga Z= Ey 

En efecto; el producto de nuestro determinante por el determinante de Vander - 


¡monde V( Er Eos E) es igual al determinante de la matriz producto de 


la matriz de A por la matriz de V ;es decir, se tiene: 


. 
P 
. 


a a ek 
MY 2% az...Apa|] €, Eg  €g+.. En 


E E A 
en Boa y o na ll $1 2 t3...tn[= Cl 


D1 o n1 n1 nal 


ag Ag 4... 2 € Ez Eg -.. En 
PE) PE) PE) PAE) 
€,P( €) E¿Pl €7) ESP Eg) ---EJP( Ep) 
ñ 2 2 2 2 
= e¡Pl €) ESP €) EgPl Es) ... En Pl En) 
m1 n-1. n-1 n-1 
€1 P( SU € Pl Ey) €3 P(Es)-- En Pl Ep) 
Dn_ nel _ n+2_ ¿2 
habiendo tenido en cuenta que Ey =2 A Ex = Ex $ Ex Ex ó A 
por lo que se tiene 
2 n-1 2 3 n-1 n 
= = E 
3,58 En ta Ept> . iS a €+2, €] +23 Ent . Sa E k Ez EP 1 


2 A A 
+1 ptr +1 Ext . «+89 E k =47 € +29 13 Et «+1 € tn Ex 
= P a 
E Pl El 


Pero la (2) equivale a la 


A- vi Er Es A EJ= el UE EJ) 0. Pl E): vi E € e E) 
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y de aquí sigue la (1) 


Propongamos al lector verificar la validez de la (1) «sobre. los determinantes 


o 


circulantes de 3% y 4% orden 


15 - DERIVADA DE UN DETERMINANTE 


2 


Los n“ elementos de un determinante de orden n supónganse todos 
"ne 


funciones (derivables) de la variable x 


2110) 2120)... 27p(0 
A(x) = 290) gg) -.:: 299) 
216) Ana) An e) 


La derivada del determinante está dada por la suma de los n determinantes 


que se obtienen del dado sustituyendo sucesivamente a los elementos de la le 2, 


ma 
PR ma 


E fila (o también a los elementos de la 19 +] 3e Aaa aa columna ) 


del mismo por sus derivadas respectivas, o sea, 


e a ali a? Ei A E 

a Pr Ba] [%%1  *2---“n A 
+ e 

An 2 *nn 1 22 “an An m2 “an 


En efecto; de la definición de determinante: 


Eo nÉ- 


se obtiene derivando 


k 
(1) STA “2, ER Sk » 


k k 
A“Ux)= > (1) 2% Ak. ae > 1)” 21x, 2". ES . 
1 
dla a k,K3---Kp a 
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+ > a Sk, Sk 
kyk2...Ky 2 


a 


es decir, la suma de aquellos n determinantes. 
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CAPITULO XIiil 
Sistemas de ecuaciones lineales 


bs RESOLUCION DE SISTEMAS NORMALES. (ver "Lecciones'",Cap. 
Xi, n 2). 


Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales: 


(1)4 


(3) < 


(5) < 


x+2y-z=0 


4 + y+z=-1 


3x + 2y -2=2 
6 y 


- 


3x - y+2z=a 
Xx +2y -3z=b 


x+2y+ z=0C 


xX+ y > 


, 


t=0 


12x + 6y -6z -2t=1 


3x - 3y+6z -3t=1 


[Sk + 12y - 62 + 6t=11 


(2; 


(4) 2 


(6) 


Xx - 2y -3z- t+2u= 


bx + 4y -72=1 ; 


bx -2y+32=-2 , 


5x - 4y + 6z = -1 ; 
1 


x+2y-22-=t==-1 , 
2x -3y-22-3t=-1 0, 


2x -3y- z-5t=9 ; 


3x+ y- z2+2=0 E 
t 


2x - 3y + 3z + 2 = - 2 A 

3x -5y - 22 -6t= 2 E 
3 

3x + 6y -3z -2t= 3 a 

4x + 3y - 22 A pa 


zo, 


3x- y+22-2-u=s4 o, 


(7) <x+ y-22+ t-u=5 ñ 


2x- y+3z- t+ u=-1 a 


-2x + 3y - Z+4t-2=-3 ; 
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(1+1)x+ (1 -2i)y+(1+3i1)2= -2+i, 
(L+2i)x -iy=-1+2 , 
(8) (9) Xx =8y + z=0 z 


x+ (2 -31)y=5-10 ; 
E ix+ (2-1) y -22=0 


En todos los sistemus precedentes el número de ecuaciones es igual 
al número de las incógnitas y el determinante A de los coe- 
ficientes resulta distinto de cero. De ahí que cada uno de ellos tenga 
una y solamente una solución que puede calcularse con la regla de Cramer 
(o con uno cualquiera de los métodos enseñados en álgebra elemental). Recorde — 
mos el enunciado de la regla de Cramer: cada incógnita es igual a una fracción que 
tiene como denominador el determinante A de los coeficientes y como numera - 
dor el determinante que se obtiene a partir de A , sustituyendo a la columna de 
los coeficientes de la incógnita que se está calculando por la columna de los tér - 
minos independientes . 

Damos a continuación, para cada sistema, el valor del determinante A de los 


coeficientes y la solución del mismo sistema ; 


E 

A dO e=-t o, y=+, 2-05 

(8) A=18 É e= A e 19110 ; 2 - Hats), 
(1) A=84 ; E=3, y=1, 2=2, t=4) ; 

(5) A- 1008; estro. 2, t-1): 
A A E 
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(8) A=8+2i E=2+i, y=3-1) ; 


(9) A=5i 


2-Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales: 


(1) 


(9310 -ipx+ y+ iz¡- 2(1 -1) t=-2 ; 


ax + 2y + dlzj+ 4t = -6i 


Cada uno de estos sistemas es normal ya que la característica p de las 
matrices de los coeficientes es igual al número m. de las ecuaciones (en cada u- 
no de los sistemas se ha indicado cómo se puede obtener un menor distinto de ce— 
ro de dicha matriz) ; por otra parte, el número m de las ecuaciones es menor 
que el número n de las incógnitas y de aquí que cada uno de los sistemas dados 
sea compatible admitiendo 00 ""M soluciones. Estas se obtendrán dando valores 
arbitrarios a las n-m incógnitas que corresponden a las columnas no conside - 
radas en los citados menores distintos de cero y obteniendo después las otras m 
incógnitas con la regla de Cramer. 


Se obtienen las siguientes soluciones, respectivamente: 


(1) x= A+1 » y=24-3 » 2=% ; 
(2) x=2% p y=-FAr1 . ; 
(8) x=2A+24+1 , y=2A =p t ; 
(4) x=22 FRA Ak O 


donde A y p indican números arbitrarios. 
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3 - RESOLUCION DE SISTEMAS NO NORMALES. (ver "Lecciones", 
Cap. XI, n%3). 


Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales: 


— 
| 


s 

E += 
== 
| 
j 


Cada uno de los sistemas precedentes es no normal puesto que la caracte- 
rística p de la matriz de los coeficientes es menor que el número m de lase- 
cuaciones. Adoptando, como determinante fundamental un menor no nulo, de orden 
Pp  , perteneciente a tal matriz (en cada sistema se ha indicado un modo de adop — 


tar un menor de esa naturaleza) es necesario, según el teorema de Rouché, calcu- 
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lar los m-p determinantes A; asociados a tal determinante fundamental .El 
sistema resultará compatible si y solamente si los citados m -p determinantes 
Aj; asociados son todos nulos; en ese caso las soluciones del sistema se encuen- 
tran resolviendo el sistema normal formado por las p ecuaciones que co- 
rresponden a las filas del determinante fundamental que se ha elegido. 

En lo que sigue se han indicado, para cada sistema, el valor de la característi- 
ca p , los determinantes asociados que es necesario considerar y, cuando re- 


sulte la compatibilidad del sistema, la solución del mismo. 


1 


compatible, con «0 


=0 ; 
3 E 1 
compatible con una solución: x=-1 , y=-1 
1 
(4) Pp=25 A, 0|=0 3 
8 =l 3 
compatible con 00 soluciones : x= 2 a 2 Lo, za 
0 
(5) p=2 ; 1|=20 ; 
q -9 3 


incompatible, 
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incompatible si k-1 ¡compatible si k=-1 , con ml soluciones : Xx = 
A4n+8 _ 5-3 


AAA Mo 
o 
2 3; = 3 “ z 
(mp A, o, A, 1 0o.; 
1 


compatible con una solución: x= a y=-+ á 2=+ 


1 
incompatible. 
(10) p=2 ; ; 
incompatible si k 23 ¡compatible si k=3 conuna solución: x= - E iy 
o E 
8 


4 - Discutir el sistema de ecuaciones lineales 
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kx +2y=a 
(1) 
2x +ky=P 
El deierminante de Jos coeficientes vale k2-4 .Porlo tanto, si k22,k4 


42 , el sistema (1) admite una y solamente una solución. 


_ ka -28 is 29 +kP 
k2-4 x? -4 


Si k=2* , lacaracterística p del sistema vale 1 y se debe conside — 


a 


rar el determinante asociado Ñ = Ap -0) . Sigue que, si PB Za el 
2 . 

sistema es incompatible; en cambio, si B = A es compatible con las 00 lso 

luciones x= az % y= Mk  . Análogamente en el caso k= -2 


5 - Discutir el sistema de ecuaciones lineales 


x+ky=1 , 
x+2y=a á (60) 
2x +4y=B 


De:la matriz de los coeficientes se pueden extraer los tres menores de 2 or- 
den; 
=2-k ; =2(2-k) , =0 
1 2 2 4 2 4 
Entonces, si la característica p del sistema vále 2 debe considerarse el 


determinante asociado 


a|=2-k(P-2a) 5 


sigue que, si P 42a , el sistema es incompatible, mientras que, si B=20, 


es compatible con la única solución x= 2 
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Enelcaso k=2 , la característica vale 1 y se deben considerar los dos 


m1 1 
1 
determinantes asociados = qe. = f-2 , resultan - 
LT 2 p 
do el sistema compatible solamente si a=1 , p = 2 teniéndose, en conse - 
cuencia, las 00 1 soluciones x=1-2A js f=x 


6 - Discutir el sistema de ecuaciones lineales 


2x+ y+z= a, 
kx+2y+22= 1, 
(1) 
6x -3y-3z= P , 
dx -2y-22= 1 , 


Se ve inmediatamente que, en la matriz de los coeficientes, todos los menores 
de 3%" orden son nulos (obsérvese que la 2% y 3% columna de dicha matriz 
son idénticas). Se ve también de inmediato que, si k/ 4 , la característica va- 
le 2 , mientras si k=-4 , valdrá 1 


Si kX-4 se deben considerar los dos determinantes asociados 


a a 
1| =-(k+4)(Ba+B) , 1| =(k+4)(2a+1) , 
63 p 42 1 
y el sistema será compatible solamente si se tiene 3a+PB =0 , 2a+1=0, 
O sea, a=-+ 7 p-2 ; en ese caso se tiene las sol soluciones 
o E 


Si k=-4 , se deben considerar los tres determinantes asociados 


ar 2 a =2: 30 
=220-1) , =2(Ba0+B) , =2(20+1) , 
4 1 sep 4 1 
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de lo que surge que el sistema (1) es incompatible, ya que los tres determinan — 
tes no pueden anularse simultáneamente: 

7 - Discutir el sistema de ecuaciones lineales 
kx - 2y - 22 = 2 


2x - 3y+ z= -1 


Xx - 2y + kz k 


El determinante de los coeficientes vale 3k(2-k) .Si k%0 , k%42 , el 


sistema tiene la única solución x=—Hé— , y= 2k+4_ . z= 3-2 
3(k - 2) 3(k - 2) 3-2) 


Si k=0 , el sistema es compatible y tiene 00 1 soluciones: x = -24 -2 


y=-%h-1 , z= A .Si k=2 el sistema es incompatible. 


8 - Discutir el sistema de ecuaciones lineales 


0 


» 
' 
< 
" 


kx + y=1 > 
2x - 2y = -k 
Procediendo como en el ej. 5 , se encuentra que el sistema es compatible sola- 


mente si k=0 , en cuyo caso admite la solución única x=1 , y=1 


9 - Discutir los sistemas de ecuaciones lineales 


kx+ y=1 E x+2y “3z= a E 
(1)4 3x+2y=0 . (23) 2kx+6y-92=P , 
x+ky=1 ; 2x + 4y -6z=1 
Se encuentra que el sistema (1) es compatible solamente si k=1 , teniendo 
en ese caso la única solución x=-2 , y=3 


Para el sistema (2) se logra la compatibilidad en los siguientes dos casos; 


1 


1) 4 E a= + , conlas 00 soluciones 


, z=hk $ 


p 


10 - BUSQUEDA DE AUTOSOLUCIONES EN UN SISTEMA HOMO 
GENEO, (ver "Lecciones", Cap. XII, n 4). 


Determinar las eventuales autosoluciones de los siguientes 


sistemas homogéneos; 


x-iy=0, (2 -i)x+(1+1)y+ (4+3i)2=0 : 
(1) (2) 
ix+ky=0 ; (4 +31) x + (1 +31) y + (-2+11i)z2=0  ; 
ay+ fz=0 5; 


X- y+ 3- t=0, 
8) ;$ (494 -ax + Yz=0 
ax+ Py - Pz - at=0; 

-Bx - Yy =0 *; 


x+. y-az=0, ay + V5x-6-V0y-8 2 -V52=0, 
al x-ay- z=0 , (6) MES + y- V3z=0, 
a 


EA, y am 2x - V5 y+ z=0; 
X+ 2y+ 3z + 4=0 , 
(74 2x+ ay+ pz + 8t=0 , 


(a+p -4)x+2Py+ (Ba +P)a+4(a+ P -4)t=0 

Recordemos que condición necesaria y suficiente para que un sistema homogé — 
neo admita autosoluciones (es decir, soluciones constituidas por números no to— 
dos nulos) es que la característica p del sistema sea menor que el número n 
de las incógnitas. Satisfecha esta condición y fijado un determinante fundamental 


A deorden p , las autosoluciones se obtienen atribuyendo valores arbitrarios 
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no todos nulos alas n-p incógnitas correspondientes a las colum- 
nas (de la matriz de los coeficientes) que no figuran en A y calculando sucesi— 
vamente las otras p incógnitas del sistema formado por las Pp ecuaciones 
que corresponden a las filas de A 

Por lo tanto, el sistema (1) tendrá autosoluciones solamente si el determi — 


nante de los coeficientes, k - 1 vale cero, osea si k=1 ;enesé caso to— 


das las autosoluciones están dadas por x=iA , y= A (con A arbitrario 


20). 


En el sistema (2) se reconoce fácilmente que todos los menores de orden 2 


que se pueden extraer de la matriz de los coeficientes son nulos, por lo que se tie 


1+31, 


ne p=1 , Se encuentran, inmediatamente, las autosoluciones x=- -(1+21)p, 


y=», z=p (con A,p arbitrarios, no simultáneamente nulos). 
Para el sistema (3) se ve de inmediato que la característica vale 2 si 12 A -a 


l si f=-a. Enelcaso BH -a se tienen las 002 autosoluciones x= B, y= 


" 


2,2=2A, t=p (con A, p arbitrarios, no simultáneamente nulos; en el caso 


P = -a se tienen, en cambio, 007 


autosoluciones expresadas por x=A-p+Y, y= 
=2, z=p, t=Y (conA,p,? arbitrarios, no simultáneamente nulos) . 

En el sistema (4) el determinante de los coeficientes es hemisimétrico de or- 
den 3 y, por ende, vale cero (ver Cap. XII, ej. 9). Dicho sistema admite en — 


tonces autosoluciones; más aun, admite ml 


ya que se tiene p=2 ( excluido 
el caso, carente de interés, a =P = Y=0). Con fácil discusión (relativa 2 
la elección del determinante fundamental) se concluye que, todos los casos, las 


autosoluciones pueden expresarse por medio de las fórmulas x= YA , y = 


BA E ak (con A arbitrario 40 ). 


En el sistema (5) el determinante de los coeficientes vale a ( al, 3) ;¡en- 
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tonces, si af0 , afiy3 , af-i WE , tal sistema carece de auto- 
soluciones. Si «a=0 se encuentran las x=y=z= A ¡si a=1 iV3 se 


obtiene x= - » Z= h (siempre con A 


arbitrario 40 ). 
En el sistema (6) el determinante de los coeficientes vale cero y se encuentran 


fácilmente las autosoluciones x=(Y15 -1)A , y=(12+213) kh, 2 


=( (10 +2) 2 


Por último, para el sistema (7) se encuentra que, si a f4 , existen las 
w? autosoluciones: 
A E E E A A 
a-4 a-4 
si a=4 , PA6 , existen las 0? autosoluciones 
x=22-4p , y=4 , 2=0 , t=p  ; 


sia=4, B =6 se tienen las 0 a autosoluciones 
x=-24 -3p4 -4) , y=dk , z=p , t=9 
El lector puede verificar, sobre los ejemplos precedentes, lo que se ha afirma- 
do en "Lecciones", Cap. XIII, n* 4 , en el sentido que la autosolución más gene— 
ral es una combinación lineal, con coeficientes arbitrarios no todos nulos, de un 
cierto número de autosoluciones fijadas. Por ejemplo, considerado el sistema (7) 
2 


enelcaso azf4 , sus wm autosoluciones son combinaciones lineales , con 


los coeficientes A,(¿:, delas dos autosoluciones siguientes 


3a +28 -p+6 
AS e z=1 , t=0 y 
$ O US 
x= 4 A y=0 5 z=0-, t=1 ; 
obtenidas de la fórmula general, la primera para A =1 , p=0 ;la.segun- 


da para A=0 , p =1 
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11 - Dar una regla para el cálculo de las autosoluciones de 
un sistema homogéneo de n-1 ecuaciones con n incógnitas 


cuando la matriz de los coeficientes tiene característica nl. 


el sistema homogéneo dado. En la hipótesis que la matriz de los coeficientes ten- 
ga característica máxima n-1 ,.elsistema (1) admite « 1 autosoluciones ; 
basta sin embargo calcular una, pues todas las otras se obtienen a partir de la 
misma, multiplicándola por un factor arbitrario no nulo A 

La matriz de los coeficientes del sistema (1). contiene n menores de orden 
n-1 queno son, por hipótesis, todos nulos; indiquemos con Aj el que se ob= 
tiene suprimiendo la 1er columna, con Az el que se obtiene suprimiendo la 2 
... Con An el que se obtiene suprimiendo la última, Veremos que es posible 


afirmar que 


n-1 
x=Aj , %Xg=7Ag 5 Xg=Ag oi YE TAg ir ECIA, O) 
es una autosolución del sistema. En efecto; Aj , Ay, Ag A 
“Ay + 00, EP a, pueden considerarse como los complementos alge — 


braicos de los elementos de la 1% fila del siguiente determinante de orden n 
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y entonces el 2% teorema de Laplace nos dice que los números (2) verifican el 
sistema (1) y, por ende, no siendo todos nulos, dan una autosolución del mismo. 
Suele también escribirse 
Xy EX 5 Xy ir. SA] 3 Ay: Ago cana, 
para expresar que la autosolución más general está constituida por números pro— 
porcionales 2 A, , “Ag , Agos cos, (aya An 
Por ejemplo, dado el sistema 
2x-5y+62=0 , 
7x + 8y -3z=0 
se tiene 


2 6 


8 3 7 A 
o también, suprimiendo el factor 3, 


Xiy5%= 11:16: 17 


12 - ECUACION SECULAR. 


En el ej. 8 del Cap. XII hemos hablado de la ecuación característica 


AS Ma ----S 
221 Ag +X An 
0 , (1) 
"1 2n2 e 
relativa auna matriz cuadrada 
“1 212 “10 
a a a 
21 22 2n 
0) 
mn 2p2 “nn 


“A 
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y hemos visto que se trata de una ecuación algebraica de grado n e 

Si la matriz (2) es hermitiana (enparticular simétrica si todos sus 
elementos son reales) la ecuación (1) toma el nombre de ecuación secu - 
lar, 

Deseamos demostrar que la ecuación secular tiene todas las raí- 
ces reales. 

Consideremos cualquier raíz de la ecuación (1) y continuemos indicándola con 


x  . Puesto que el determinante (1) es nulo, el siguiente sistema homogéneo de 


n ecuaciones con n incógnitas 0 la ..., 2 : 
(2,1+X)2,+,, Zath Bn 2,=0 . 
221 EL (Boy +X)E2+-.. + Bon Zp=0, 
(8) 
1 Zj + An Zgto.. + (Oy +2 =0, 


admite autosoluciones. Fijemos una, usando para ella todavía la notación zy, Zo» 


me Zo Tendremos, entonces, escribiendo las (3) de otra forma : 
Dn 
A Ñ (M=1,:2), 2: M) (4) 


Multiplicando esta ecuación por el conjugado EN de 2 Y sumando respec- 
to del índice h , resulta 


n n n 


2 
h 23 Ank Tp 7 A 2% | 2h | 
h=1 k=1 h=1 
5 n 
Puesto que Zj, Za, +.», 2y noson todos nulos, el número (real) | z, 
. pa 


(*) Admitimos que el lector conozca las primeras nociones sobre las ecuaciones algebraicas;en 
particular que sepa que una ecuación como la citada tiene siempre raíces (reales o complejas) 
Ver "Lecciones", Cap. XVII. 
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resulta positivo , de modo que de la (4) se puede deducir 


EN Y 
A 
_ del deL ak 


2 
a 1%, | 


y nuestra tesis (x real) quedará demostrada si hacemos ver que la suma doble 


que aparece en el denominador representa un número real. Indicándola con S , 


IÍnostraremos que S=S .En efecto; es 


h=1 k=1 
y como por hipótesis la matriz (2) es hermitiana (es decir, Ak a Ba) , será 
n Dn 
8= y a. zz 
hlier Mhk 


Por otra parte una sumatoria no depende de las letras usadas para los Índices ; 


entonces, escribiendo k enlugarde h y h enlugarde k se obtiene 


vale decir $ =S , que es lo que nos era suficiente demostrar. 


13 - OBSERVACIONES SOBRE LA MATRIZ INVERSA DE UNA 
MATRIZ CUADRADA REGULAR DADA. (cfr. "Lecciones", Cap. 
XI, n%9 y Cap. XI, n%2). 

Sea A una matriz nXn de elementos Ahi > “on detAZ0 ; sabemos 
guea A sele puede asociar una matriz inversa ar (también nxn ) tal 
que 

AAA AD 10) 


=] 1 A 
y que resulta det Al = ra + Stbemos también que el elemento by; de la 


matriz Al esiguala Ajy/det A 
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Podemos agregar que la matriz inversa es única , enel sentido que , 


si B esuna matriz nXn tal de tenerse 
AB=I O, (2) 
necesariamente se tiene B=A? , Enefecto; de (2) sigue AtaB=at1 ,9 
sea, debido a (1) , B=A* 
Como consecuencia inmediata de (1) y de la observación precedente, se llega a 
que. la inversa de la inversa de A coincide con la propia A, 


es decir, 7% 


yA 
Considerar la matriz inversa resulta útil cuando deba resolverse (como sucede 
a menudo en las aplicaciones) un sistema de n ecuaciones lineales en las n in 
cógnitas 
AX=B (3) 
con los coeficientes ay, numéricos ylos términos independientes (compo— 
nentes del vector columna B, ) literales. Sabemos, precisamente, que de 
(3) sigue la X= al B y esta expresa cada una de las incógnitas Xqp Xgro0c0 0. 


«., Xy Como combinación lineal, con coeficientes numéricos conocidos, de los 


» Bn del vector B 


componentes ba, ba, ee. 

Cuando n es grande y resulta casi imposible el cálculo de detA yde los 
complementos algebraicos Sh , el cálculo de al se hace comúnmente re — 
solviendo, con algún procedimiento adecuado), los siguientes n sistemas de e- 


cuaciones lineales 


211%]+ 919% +++. +AyX =1 0 .... 0 
Ay X] + Ago X + «+ Ag E 0 1 0 
Bar EL +9 Xp + ed 0 1 


(ver, más adelante, los ej. 16, 17, 18 
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es decir, un primer sistema con los términos independientes 1, 0, ..., 0 ; un 


segundo sistema con los términos independientes 0, 1, 0, ..., 0 ;y así suce— 


sivamente hasta un enésimo sistema-con-les-términos independientes 0, 0, 


.., 1. Se ve inmediatamente, apoyándose en los dos teoremas de Laplace , que 
Xx; : 
Xx . 

la solución | : del 1% sistema nos da la 1%” columna 


Xo 


la matriz inversa; la del 2% sistema da la 2% columna, y así sucesivamente. 


de 


14 - OTRA FORMA DEL TEOREMA DE ROUCHE. 

Supongamos dado un sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas 
Kyo gr +02 Xy, 
21 Xx, +8 Xag +... +89 X=D7 3 
Ag X] +29 Xg++... +A2n Xn = ba 5 a 


m1 1 +*8m2%2 + ++ 8mn *n 7 Pm 
Consideremos, junto al anterior, el denominado sistema transpuesto 
homogéneo, es decir, el sistema de n ecuaciones con m incógnitas ( que 
indicaremos con Cir Cor +... Cp) que tiene por matriz de los coeficientes a la 
transpuesta de la del sistema (1) y términos independientes todos nulos: 
2110] +49 C9+... + Ami Cm=0 a 
Aj9 0] +99 09400 tAmo lp =0 0, 


(2) 


Observemos que el sistema (2) es el mismo ya estudiado en "Lecciones", Cap. 
XIII, no 5 , en el estudio de la-dependencia o independencia lineal de las formas li 


neales L Lao A E que constituyen los primeros miembros de las ecuacio— 
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nes (1) 
Sea p la característica del sistema (1) y, por ende, también la del (2) . Si 
p=m elsistema (1) es normal, el sistema (2) carece de autosoluciones (y las 


formas f,, fo, ..., £ 


v L im Son linealmente independientes); si p <m el siste - 


ma (1) esno normal, el sistema (2) admite autosoluciones (y las citadas for - 
mas son linealmente dependientes). 


Con relación al primer caso podemos, entre tanto, enunciar: 


1 - Condición necesaria y suficiente para que el sistema (1) 
sea compatible, cualesquiera sean los términos independien- 


b 


11 Bar +++» Poo , es que el sistema transpuesto homogéneo 


carezca de autosóluciones 
Examinemos ahora el caso del sistema no normal suponiendo como de costum — 


bre que pueda asumirse como determinante fundamental el siguiente: 


EST 


Supongamos (ver "Lecciones", Cap. XIII, n% 4, 5) que el sistema (2) admi — 


ta m-p autosoluciones particulares: 


(1) (1) 
e, = Yi be Ya a 
e, = Ye des 1 A 
(6) 
(m-p) (m-p) 
e= Y rtg=TY2 


de las que surgen todas las otras por combinación lineal con coeficientes arbitra— 
rios no todos nulos. 
Recordando esto tengamos también presente que condición necesaria y suficien- 


te para que el sistema (1) sea compatible es que sean nulos los m-p determi- 
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nantes asociados de Rouché 


BB dy Is | A11-«21p Pr 

=0, =0. (4) 
Bpleoc App Pp Bro top: Bo 201: %pp Pp 
2p+1,1 %p+1,p Pp] | %p+2,1 %p+2,p Pp+ 2mb-"mp Bm 


Transformemos el primero de estos determinantes agregando a la ultima fila 


1 
las precedentes multiplicadas por q ) 


10 EAS qe , respectivamente; 


procedamos análogamente sobre el segundo determinante utilizando los números 
(2) (2) (2) 
EAS Y, , y así sucesivamente. Teniendo en cuenta que los nú- 


meros (3) satisfacen el sistema (2) , queda en evidencia que tales transforma - 


ciones dan a las (4) la nueva forma 


o también, desarrollando según los elementos de la última fila y teniendo en cuen= 


ta que AZO 
(1) (1) a) 
dr by +Xg" Ba Tp Dp+bpy= 0, 
a) (2) (2) Ze 
7 b, 7 ba + To b +20» (5) 
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Se han obtenido así m-p relaciones que equivalen perfectamente a las del te- 

orema de Rouché y dan las condiciones necesarias y suficientes para la resolubi- 
lidad del sistema (1) . 6) 

¿Qué significan las (5)? Un primer significado se vió en "Lecciones",Cap.XIHI, 

n0 5 ;las (5) expresan que entre los términos independientes deben quedar esta- 

blecidas las mismas relaciones lineales que vinculan las formas lineales Lo f 


e 


fin + Pero puede darse a las (5) otra interpretación: resulta igual acero el 


producto del vector (bj, Da +.., bp» b b, 


p+> 


p+2» +**Dyp) de los términos inde- 


pendientes por cada uno de los m-p vectores (3) que representan autosolucio- 
nes del sistema transpuesto homogéneo (2) . Obviamente resultará también nulo el 
producto de (b,» Da» +» .» B,y) Por toda otra autosolución de (2) . 


Entonces al teorema de Rouché puede dársele también esta otra forma: 


I - Si el sistema transpuesto homogéneo admite autosolucio-— 
nes, el sistema (1) es, en general, incompatible. Condi — 
ción necesaria y suficiente para que resulte compatible es 
que resulte nulo el producto del vector de los términos inde- 
pendientes por cualquier autosolución (e, se 


o del siste- 


EN] 


ma transpuesto homogéneo. 
Esta forma del teorema de Rouché no tiene valor práctico; pero es útil en mu— 
chas cuestiones teóricas . 
15 - DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL DE LAS FOR- 
MAS LINEALES. (ver "Lecciones", Cap. XII, n? 5). 


Estudiar si las formas lineales de los siguientes grupos 


(*) Las (5) ya han sido consideradas én "Lecciones", Cap. XIII, n% 5 , donde fue propuesto,pre 
cisamente, demostrar que equivalen a las (4). 
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son o no son linealmente dependientes y, en caso afirmativo, 

determinar la relación que las vincula. 

(1) f,=3x-y-32 , fy=4x+4y -52-, [=6x +14 y -9z ; 

(2) £f¡=x-2y+2+t , fo=x+3y-22+t , fz=kx-9y+52+2 ; 

(8) £j=x-3y+2z , fo=kx-5y+z , fg=x+ky+22 , l¿=2x-ky+42 ; 

(4) 1 =2ix+3-Dy+iz, £,=(4+1)x+(1 -5i)y+32 , £=x-2y+(1+1) 2 
Recordemos que, dadas m formas lineales en las n variables Xp Xa > 


EN 


n 
hm.) TL M=1,2,...m o, 
1 


la condición necesaria y suficiente para que sean linealmente dependientes es que, 
llamando p ala característica de la matriz de los coeficientes ay , resul— 
te p<m  . Fijado en tal matriz un menor de orden p , distinto de cero, las 
p formas que corresponden a las filas del mismo son linealmente independientes, 
mientras que las otras m-p son combinaciones lineales de aquéllas. Los coefi- 
cientes de estas combinaciones lineales se encuentran determinando las autosolu— 


ciones del sistema (2) del ejercicio precedente. 


En los cuatro casos antes citados se encuentra, respectivamente: 
(1) p=2, A, -3M,+f=0 : 
si k/2 resulta p=3 y las formas son linealmente independientes; 
$ si k=2 resulta p=2 ysetiene -3f, +fy3+13=0 ; 
si k/h resulta p=3 ysetiene 3kf,-(«-6)f¿-(«+3)f,=0 
e si k= 2 resulta p=2 y valen las dos relaciones: 3f,- 2f2- 2fy=0 
3%, 22 )-14f,=0 


(4) p=2, 6-1f,-(1+1)f+(1-1)£=0 
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16 - METODO DE LAS REDUCCIONES SUCESIVAS. 

Para la resolución de un sistema de n ecuaciones lineales con n incógni — 
tas, con determinante de los coeficientes distinto de cero, la regla de Cramer es 
aplicable prácticamente solamente para valores pequeños de n . Por eso esque 
se han ideado muchos otros métodos para el cálculo numérico de la solución de un 
sistema de tal naturaleza, Uno de ellos es el método de las reducciones 
sucesivas que explicaremos a continuación, refiriéndonos por simplicidad a 
un sistema de 3 ecuaciones con 3 incógnitas: 

211% +219X2+813%3=b] , 


Ya 


Ag X1 + 239% + 839 X= bg 
del que indicaremos con A al determinante de los coeficientes. 

Por hipótesis es Af 0 , debiendo por tanto existir entre los coeficientes de 
la 1% fila, al menos uno distinto de cero; sea, por ejemplo, a 20. Multi- 
pliquemos la ya yla 3% ecuación por 211 y de ellas restemos la 1% multi — 
plicada por Ag Y 3] respectivamente; obtenemos así un nuevo sistema, e- 
quivalente al precedente, del tipo: 

31%] +212 23 +03 235b] , 
ar, e, 


(1) Mi -p0) 
232 *2* 233 %37D3 


cuyo determinante de los coeficientes vale añ A  . Tengamos presente que se 


tiene: 
a. a, a a. a b. 
a ra di 213 if By 
1 m_ ()_ 
aby = » Ayg= ” Dg = e 
22102593 271 533 a21 ba 
(21) 
a a; a. a a b. 
0 pt a an as A 
32 33 3 
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En el sistema (2) al menos uno de los coeficientes de la 22 filaes ¿0 ¡sea 


por ejemplo, a +40 . Multipliquemos ahora la 3% ecuación por Piel y de e- 


lla restemos la 2% multiplicada por pe ; obtenemos así un nuevo sistema e- 


quivalente al sistema (1) y del tipo 


A 12 +9 % 7 


A x,+ El X¿= Y 5 (3) 
cuyo determinante de los coeficientes vale Al - nd A . Tengamos presente 
que se tiene 

D ¿1 1) 1) 

a E o 
232 “3 32 Ds 


La resolución del sistema (3) es inmediata puesto que de la 3% ecuación se ob 
tiene Xg ; después, de la 2% se obtiene Xy Y, Por último, de la 1% se ob— 


tiene X, . Observemos, también, que es fácil deducir el valor del determinan— 


te A  ;basta observar que el de los coeficientes de (3) vale a a Pol , de 
2 1) ¿2) 15) $ 
M0 ,- ( - 
donde sigue 11 %9 A= 1 209 %g y, de aquí, A= A 


Desde el punto de vista práctico conviene reunir todos los cálculos en una tabla 


del tipo 


(*) Para un sistema de n ecuaciones se tendrá 
all) 
'nn 


MASA A 
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Xp 


— X=... 


que se construye del siguiente modo, Se comienzan a escribir en (1) los coeficien 
tes y los términos independientes del sistema dado. Se consideran en I las fi 
las 1 y 2 y se calculan los determinantes de 2% orden y relativos a las colum-= 
nas 1y2,1y3, 1 y 4 au;se obtienen así, según (2') , los números de 
la 1% fila de (1). Se procede del mismo modo con las filas 1 y 3 y se obtie— 


nen los números de la segunda fila de (H) . 


Se repite ahora el mismo cálculo sobre (HI) , calculando los determinantes de 
2% orden formados por las columnas 1 y 2 , 1 y 3 , llegándose, según (3'), 


a obtener los números de (II) . 


Se obtiene después, sucesivamente, 


(2) (_,1 
ds me. 2 Tas *a bj 317 Xz — 213 Xg 
3 > 7 q E E O 


233 22 81 


Como ejemplo, he aquí la resolución, con este método, del sistema (7) del e— 


jercicio 1): 
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100| —t-=-1 


-200 


-10500 | -10500| — u=1 


El determinante A de los coeficientes del sistema considerado vale, por la 


(4) : 


Existen muchas posibilidades prácticas para reducir el número de las operacio- 


nes necesarias; pero sobre esto no nos detendremos. 


17 - METODO DE BANACHIEWICZ . 

Explicaremos este otro método de resolución numérica de los sistemas de ecua- 
ciones lineales refiriéndonos al caso de 4 ecuaciones con 4 incógnitas, que es- 
cribiremos bajo la forma: 

£,F 911%, +219X7+819X3+8]4X, =A5=0 , 
£97 891 X] +A99X7+273Xg+894Xg A95= 0, 


[323 X] +837Xp+833X3+834Xg =8g5= 0, 


(1) 


1/F 941%] +249X2+%43X3+844%4 "245= 0 
El método consiste en tratar de transformar el sistema (1) en uno equivalente 


del tipo 
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a DS Y O 
897 Xy + Cog Xg +94 Xy —Co5=0 A 
2) 
83 * Xg + Cg4 Xg “Ogg =0 5 
B4= Eg =045=0 


(que es, por lo tanto, resoluble de inmediato), buscando determinár los coeficien- 
tes C9 ligr +... junto a otros bip ba1> ... de modo que valgan las si— 
guientes identidades; 
Eb > 
12% D2181*D2982 > 
(8) 
f3 % Dgy E] +Dg282+Dg3 Eg, 


E¿7 Dyy Ey + Pyg Eg + Dyg Eg * Dag Es 


Admitiendo que esto resulte posible y que se tenga Br bag Dag Dag 0 de la 
(3) resulta claro que la validez de las g¿=0 , g3=0 , 8g=0 , 8450 


implica la de las f. 


f3 =0 , f¿=0 yviceversa, de mo- 


do que los sistemas (1) , (2) resultan efectivamente equivalentes, 

Mostremos ahora que la determinación de los citados coeficientes es ciertamen- 
te posible y de un modo único, Igualando los coeficientes de Xy» Xy» Xg Xg y 
los términos independientes de los primeros y segundos miembros de las distintas 


ecuaciones (3) se obtienen las fórmulas 


O =a12 | Pi 13 2 | Pra = 14 
Daz = 221 | Paz C12 +Da2= 892 | Day 613 + Dag 093 = 223 | Daz Cra + Daz 094 “2 
Bg1 = Ag1 | Pza C12 + Dga= 22 | Day 013 + Dgz 093 +Dgg = 233 | Day 014 + bag 094 + Dag Ogg = 834 


Bar = 841 | Daz C12 + Daz = 247 | Dar C1g + Daz Cog +Dyg= 243 | Daz C14 + Da Cog + Dag 034 + Dyg = 044 
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414 
11 415 =215 
ba1 C15 + b22 025 = a95 
bg] C15 + Dga Cg5 + Dgg 35 = 835 


Day C15 + Dgo Cg5 + Daz Cg5 + Dgg Cg5 = 245 


las que expresan que el producto de las dos matrices (4X 4 y 4X5) 


Piro 0 0 
bai. Baz 0 o 
B= 
bai b3a bg 0 
Bar Bag Bag Daya 


12 “se 014: 015 
z “23 “24 “a 
a da 34 “5 
0 0 1 Cas 


proporciona la matriz 4X 5 de los coeficientes y de los términos independien - 


tes del sistema (1) . Las fórmulas de más arriba forman un cuadro con 4 filas 


y 5 columnas que podemos brevemente representar del siguiente modo 


Fiz 


Faz 


do: 


Las fórmulas del grupo [1] 


de B 


; de las del grupo [2] 


Fiz Y 
Faz Fa 
Eso- . Tas 
Fa Fa 


proporcionan los números de la 


Fi Ms 
Fa Fo 
Fsa Fa 
Fas  Fa5 


del modo a continuación indica= 


1% columna 


se puede= obtener los números de la 1? fila de 
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C (si b,,%40); delas del grupo [ 3] resulta entonces posible obtener los 
números de la 2% columna de B :;de [ 4] se obtendrá después la 2% fila de 
C (si bayH0 )de [5] la 3% columnade B ;de [6] la 3% fila de 
C (si bagX0 pde [7] la 4% columnade B y, por último, de [8] la 
4% filade C (si byyX0 ). 

Esto prueba que las matrices B, C quedan unívocamente determinadas y 
muestra cuál es el procedimiento práctico que se debe seguir para calcularlas. U- 
na vez llegado a la matriz C , se ha obtenido el sistema (2) que proporciona 
de inmediato el valor de las incógnitas . 

De lo que precede sigue claramente cómo puede el método usarse para un siste- 
ma con cualquier número n de ecuaciones e incógnitas. El mismo lleva a la so- 
lución del sistema si resulta sucesivamente Bb FO, bao 0 Dag Oe 
Sería fácil demostrar que, si el sistema dado tiene el determinante de los coefi — 
cientes distinto de cero, es siempre posible permutar las ecuaciones y las incóg= 
nitas.de modo de poder llevar el cálculo hasta el fin. 9) 

No nos detendremos en señalar algunas modificaciones prácticas del método que 
el lector puede fácilmente encontrar de por sí, teniendo siempre presente que el 
producto de las dos matrices B (nxXn) , C (nXn+1) que se deben cons 
truir debe dar la matriz nXn+1 de los coeficientes y términos independientes 


del sistema dado. 


18 - METODO DE LAS APROXIMACIONES SUCESIVAS. 


Dado el sistema de n ecuaciones lineales con n incógnitas Kio Kg 01 Xp 


(*) Esta propiedad no tiene, sin embargo, ningún valor práctico. En los casos concretos se ini- 
cia sin duda el cálculo. . .esperando que todo siga bien hasta la terminación del mismo. 
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211X] +919X2+-.-- +MpXp=b] > 


Ay] Xy +%99X2+ +. +Ao9 Xp = ba , 


11 +92 %2 + +++ + 20m *n = Pp 3 
con el determinante de los coeficientes distinto de cero, sabemos que el mismo ad 
mite una y sólo una solución x,= Ey, X2= Eg, ..., Xp= Ep - Suponien— 
do aj HO , Agh0 ,..., Mp? 0 el sistema (1) puede también escri— 


birse bajo la forma 


x,= Cy9X7+013Xg+ Dd NE An-1 +09 +4 7 
X2=C91X] +C93Xg3+...+C2 y] Xp-1 +Co2 Xp + Aa A [e 
Xp = Cp1X1+Cp2X2+Cp3X3+...+Cn, n-1 Xp-1 +da ” 
donde se puso 
pk Ph 
She= «kn, e a (8) 


Escrito el sistema bajo la forma (2) se puede calcular por aproximación su so- 
lución ( EL 3 ES, $,) con un procedimiento, llamado de aproximaciones 


sucesivas, que ahora describiremos, 


Se fijan arbitrariamente n números 0 FA xo 70d ES se sustituyen 
con ellos, en los segundos miembros de las (2) , los lugares de Xy, Xo, Xp > 
Tales segundos miembros asumirán así ciertos valores e A e > EN 0) y 
es claro que, si resultase LD = xo A Ed = ES 1 > Ed habríamos 
obtenido sin duda con los números E " E ) mo. e la solución buscada E ') 
59» En 

No sucede, en general, esto; sustituimos, entonces, con los números obtenidos 
E A E ¿ay ES el lugar de Xp ar +1 Xpo> respectivamente, en los se- 


gundos miembros de las (2) . Estos asumen así ciertos valores e A E ) + a 
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1) 


2) 
2 - (i=1,2,...,n) podríamos decir que Xx, , 


E ES y si resultase Xx; 
a) E 0 


1) 


El 
es la solución buscada. 
Pero tampoco, en general, se logra ésto y entonces podemos sustituir, con los 


últimos números obtenidos 10 y o 5 pl los lugares de Xp lar .... 


a > respectivamente, en los segundos miembros de las (2) obteniendo nuevos 


(3) (8) (3) 
O 


números X ar Xp + Y así sucesivamente. 


En general la p-ésima aproximación o e ES A Pesaoo se obtiene de la 


precedente e e SS 5 ES 1) mediante las fórmulas 
n, (a) 
1) 
Ay e e, A 4) 


Nos preguntamos ahora si, para p—w ,la p-ésima aproximación E 


0, A 6 tiende a la solución Bx 59 ¿des Bi del sistema, en el senti- 


do que resulte 


pa Bo f=1L 2...) >. 6) 


En general, la respuesta es negativa; se puede responder afirmativa- 
_Mente si se hace la hipótesis que los coeficientes Chk del 


sistema (2) sean tales de tenerse 


2, (4) 
A AE » de a (6) 


En efecto; para cada p fijado, consideremos los n números no negativos 


[0 A - so) 


A a al 


E 


e y llamemos 


mayor de los mismos; evidentemente las (5) quedarán demostradas si probamos 
que se tiene 

i m_ 
Jn, s*-o (7) 


(1 
() El símbolo pa indica que debe excluirse, para el índice k ,el valor h . 
1 
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n 
Teniendo en cuenta que Eo, Chk Ex » (h=1,2,... n) seob 

k=1 3 


tiene, restando de las (4): 


n_.(1) 1 
E AN de A o A 


k=1 
y, por ende, 
0) 2, (h) 
tel (p-1) 
PL LA als rm. 
k=1 k=1 
. (6h) 
Si llamamos con y al mayor de los n cia | ke | , será por la (6), 
0<p<1 yse podrá escribir 
le p3 Ln) ; M=1,2,...0) 5 


si se tiene ahora en cuenta que el segundo miembro de esta desigualdad no depen- 


dede h , tampoco el mayor de los nímeros | e - En | superará 9ó (1) 


por lo que se tendrá 
0) <q se 


Aplicando repetidamente esta relación para p=1,2,3,.... se obtiene sl 
0) 
< ga ) q ¿e < 93 (1) < e 50) s ¿0 qa < qe a 
y, en general, 


0) < ge 500) 
Puesto que 0 <po <1 ,setiene lim 2) ¿o =0 , siguiendo la (7) 
? . pa iS , , 


que es lo que queríamos demostrar. 


Observación: La hipótesis (6) que asegura la convergencia del método es 
muy restrictiva y, si se recuerdan las (3) , se ve que para el sistema (1) tal hi- 


pótesis equivale a la 


419 


2.0) 
da lla E aim 


Esta podría verificarse solamente si los coeficientes 27 


la diagonal principal tienen módulos de valor notablemente superior a los de 


otros coeficientes. 


29... 
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CAPITULO XIV 
Conjuntos de puntos 
de un espacio euclideo 


1 - CONJUNTOS DE PUNTOS DEL ESPACIO EUCLIDEO Sp (cfr. 
"Lecciones", Cap. XIV, n% 1, 2). 


Demostrar que si A (A1, Ag, -<-» Ap) y B (bj, ba, +...» by) son dos 
puntos distintos de S, + Para todo punto C (01, Ca, «..» Cy) de 
Ss. vale la denominada desigualdad triangular 

ABS AC+CB  , (1) 
donde puede valer el signo = solamente si C pertenece al 


segmento AB e. 


La (1) equivale a la 


E 2 r 2 r 2 
2701-29 < 26-29 +2 0, -ep 
El FI 1 


que, con las posiciones c¡-aj=xX¡ , bj-ci=yw (que implican bj -a¡=X;+y) 


puede también escribirse 


r r Ir 
Et 
i=1 1 i=1 


l= 


A su vez esta equivale a la que se deduce elevando anibus miembros al cuadra — 


do que puede, tras realizar simplificaciones, escribirse 


r 
24 < 


A e 


i=1 i=1 


CU)Si A=B la (1) es evidente y puede valer con el signo = sólo si C=A=B 


her 
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si SE xy<0, la (2) es evidente y puede tener validez con el signo = 
Pa si los miembros son nulos, es decir, si todas las x, (ositodas las 
Y ) valen cero, o sea , solamente si C=A (o C=B );eneste casoelte- 
orema queda demostrado, 


Supongamos, ahora, 
r 


2% 0 5 (8) 


i=1 


la (2) equivale, entonces, a la 


r r r 
2 2 2 
O_ ans) 42M » 
FI FI FI 


que no es sino la desigualdad de Cauchy (ver "Lecciones", Cap. XII, n0 9, teor.VI). 

Sabemos que la misma resulta cierta con el signo = solamente si las x¡ son 
proporcionales a las y . Puesto que las xj no'pueden ser simultáneamente nu 
las en virtud de la (3) , tal proporcionalidad puede expresarse diciendo que exis- 
te un número t tal de tenerse y =tx¡ (i=1,2,..., Tr) . Nótese que, en tal 


caso, la (3) se transforma en , con lo que ciertamente t >0 


La y =tx, equivaleala bj¡-c¡=t(c¡ -aj) oseaa la 


e=a,+ 7 O aj) 5 Md Aj 00 das (m 


Puesto que de t>0 sigue 0 < — <1 ,las (4) expresan que Cc 


pertenece al segmento AB 


2-Fijados r números positivos Ada considérese 
en el espacio Ss, el conjunto E de los puntos cuyas coorde- 


nadas Xi, Xo ..) Xp verifican la limitación 


x2 za 
2 57 

AS . (1) 
uo a 
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Demostrar que E está contenido en el dominio circular 
que tiene su centro en el origen O y radio igual al máximo 
A entre los números aj, 47, ..., 2, ,y contiene al dominio 
circular de centro O y radio igual al mínimo entre dichos 
números. 

¿Cúal es el mínimo intervalo que contiene al E ? 

Para probar la 1% afirmación es necesario hacer ver que si un punto e Xo» 

2 


..., Xp) verificala (1) , verificará también la xi Qt. + e S< A? En 


tonces, siendo a¿< A y, Por ende, + < o , Puede escribirse 


2 2 2 2 2 2 
de 2 O Pl E Y CA Ms 1 ES 48 
o AS SA A O 


con lo que se ha probado lo deseado. 


Para la segunda afirmación es necesario hacer ver que todo punto para el que 


resulta a logrará verificar la (1) ;se tiene, en efecto: 
Ex 2 did 
+ ti. + <= $ . 


E es el definido por las 24/<X,<%4 » M9YS< IS Dee ALS XLS 


str 


3 - Demostrar que una poligonal con vértices sucesivos P, Ñ 
Pa> + Po está contenida en el dominio circular que tiene 
centro en P, y radio igual al perímetro p de la misma po- 
ligonal. 


En efecto; si P es un punto cualquiera de la poligonal, suponiendo que perte - 


nezca al lado P Pig, aplicamos repetidamente la desigualdad triangular (ej . 
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1) y obtenemos P¡P < P¡Pz+P2Pg+...+B_P+BP <p 


4 - Demostrar que el diámetro del conjunto E considerado 


en el ej. 2, vale 24 


8l 


Tomados dos puntos cualesquiera P , Q de E ,setiene PQ < OP + 


y, Como se ha visto en el ej. 2 , OP<A , OQ<A . Entonces PQ < 24 

y esto muestra, por el momento, que el diámetro de E no puede superar 2A y 

pero que valga precisamente 2A sigue del hecho que, suponiendo por ejemplo 

a =A ,pertenecena E los dos puntos (-A, 0,...,0) , (A, 0,...,0) cu- 

ya distancia vale 24 

5 - OPERACIONES SOBRE LOS CONJUNTOS DE PUNTOS; DIS- 
TANCIA DE DOS CONJUNTOS. (cfr. "Lecciones", Cap. XIV, n0 3), 


Demostrar que si E y F son dos conjuntos arbitrarios de 


puntos de S, ,se tiene 


(1) €(EUF)= LEN EF ; (2) C(ENF)= LEUÉF ; (3) €(E-F)= 8EUF. 


Los conjuntos indicados en los dos miembros de (1) coinciden por estar ambos 
constituidos por los puntos que no pertenecen nia E nia F 
Análogamente para la (2) y para la (3) . Enel caso de (2) se trata del conjun 


to de los puntos que no pertenecen a por lo menos uno de los conjuntos E F 


En el tercer cas> se trata, en cambio, del conjunto de los puntos que o no perte — 


necena E opertenecena F 


6 - Indicando con E , F G a conjuntos arbitrarios de S,, 


Pl 


demuéstrese que 


(1) (EUF)NG=(ENG)U (FNG) , 
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(2) (E-F)NG=(ENG)- (FENG) 


(3) CEU(ENF)= LCEUF > 


(4) (E-F)N(EF-E)=Q o 


(5) (E -F)U (F -E)= (EUF) -(ENF) 


7 - Demostrar que la intersección de dos intervalos cerra — 


dos de Sp ,que tienen un punto interior común, es un inter- 


valo cerrado. 

Sean 1 (0% < Xk <Ddy) , YI (Ak < Xx < bj) , (Kk=1,2, ..., Y) los dos 
intervalos considerados; sea, además, (58 59 e En el punto que tienen 
en común y que hemos supuesto interior de ambos (lo que significa que valen las 
A <EL<DL > ay < Ex <D ). Para todo k indiquemos con cy al 
más grande de los números aL Ak ycon d, almenor entre b, y Br 
Puesto que es ciertamente “k<EÉ< A , resulta Cp < de , con lo que 


queda definido el intervalo J (cx S Xp < de) . Pruebe el lector que IMI'=J. 


8 - Designando con E al conjunto constituido sólo por los 
dos puntos del eje x de absgisas 1 y -1 ,estúdiese la fun 
ción pa que expresa la distancia del punto de abscisa Xx 
al conjunto E 

Se encuentra inmediatamente, recordando la definición de distancia de un punto 


a un conjunto 


=-x-1 para E EA , 

= x+1 para 1ASx<0 a 
pa 

=x+1 para 0<x <l A 

= eL para po NS 


de aquí sigue, para P (x) , el gráfico de la fig. 84 . Tal gráfico presenta tres 


"425 XIV -9 


Fig. 84 
puntos angulosos, en los que la derivada por un lado vale -1 y porel otro 1 


9 - Realícese el mismo estudio del ej. precedente suponien— 


do que E sea el conjunto constituido por los infinitos pun— 


tos de abscisas 1, 2, +, vz Y ... 


Se encuentra fácilmente que el gráfico de la función px) es el de la fig. 85 ; 
dicho gráfico tiene infinitos puntos angulosos con las coordenadas ( enumerándolas 


de derecha a izquierda) 


pd 3 de ql 
LL EP EOL bel o 

$4 

o Ys % El 


Fig. 85 
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¿ Qué puede decirse sobre la derivada en el punto O? Desde ya es evidente que 
la derivada a la izquierda vale -1 . La derivada a la derecha, en cambio, noe- 
xiste. Obsérvese, en efecto, que los vértices de la línea quebrada, que no están 


sobre el eje x , yacen en su totalidad sobre la rectam y = e ; sigue así que 


si se une el órigen O conun punto P del gráfico a la derecha del eje y ,la 
recta OP resulta tener un coeficiente angular comprendido entre 0 y E 
Al tender P a O tal coeficiente angular oscila infinitas veces entre 0- y ea 


y, Por ende, no tiende a ningún límite, 
El punto x=0 es, para la derivada e'e) , Un punto de discontinuidad de 


2% especie. 


10 - PUNTOS INTERIORES, EXTERIORES, DE FRONTERA; 
CONJUNTOS ABIERTOS Y CERRADOS (cfr. "Lecciones", Cap. 
XIV, n 4). 
Siendo E y F dos conjuntos arbitrarios de S. demuéstre- 
se que 
(1)  F(EUF)S FEUFF —, 
(2) F(ENF)S FEUFF , 
(3) F(E -F)S FEY FF 
Demostremos la (1) .Si P € F(EUF) en todo dominio circular F de 
centro P cae, por lo menos, un punto A €EUF yporlomenos un + punto 
B € €(EUF) ,es decir, (ej. 5) al menos un punto B € LEN €F . Pode — 
mos entonces afirmar ya que todo Y” contiene tanto puntos de YE como pun- 
tos de YÉF .Yoentonces, si el punto A se puede siempre elegir pertenecien— 
tea E sededuce que P € FE .Enelcaso contrario, paralos Y de ra- 


dio suficientemente pequeño, el punto A debe pertenecera F y puede concluir 


seque Pe FF .Entodos los casos se tiene Pe FEUFF , loque prueba 
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la (Y). 
Las (2), (3) son fáciles consecuencias de (1) cuando se tenga presente el ej. 
5 yel hechoque FE= F(€E) . Se tiene, en efecto, 
FENF)= F[ €(ENF)] = F(LEUEF) € F(€E) UF(EF)= FEUFF , 


FE -F)= F[ (E-F)]= F(CEUF)S F(CE)U FF=FEURF 


11 - Demostrar que la unión y la intersección de un número 
finito de conjuntos cerrados /o abiertos 7] son conjuntos ce— 
rrados /o abiertos 7, 

Basta considerar el caso de dos conjuntos cerrados (abiertos). Sean C , C' 
dos conjuntos cerrados, por lo que tendremos FC EC , FOIEC! 

De la (1) del ej. precedente sigue que 

F(cuc” € FCUFC: SE CUC' p 

lo que prueba que CUC' es cerrado. 

Para probar que también CNC' es cerrado es necesario hacer ver que de 
P €e-.F(CNC' sige PECNC' .Y, enefecto, si P no perteneciese, por 
ejemploa C , sería exteriora C y, por ende, existiría un entorno circular 
de centro P enel que no caerían puntos de C y, por consecuencia, tampoco 
de CNC' :; pero esto está contra la hipótesis P € F(CNC') 

Establecidas las dos propiedades para los conjuntos cerrados, se pasa inmedia- 
la: 


tamente al caso de los conjuntos abiertos A, A' . Los conjuntos LA 


son cerrados, lo que lleva a que también son cerrados LAU LA! y LANA! ; 
tenemos así que resultan abiertos los dos conjuntos e[ tau ta: ] y 
e[8antear] que, por las (1) y (2) delej. 5 coinciden con 


e(€a) n €(€an=ANAr ; E(€a) UE(LA=AUA! , 


(*)Hacemos la convención de considarar al conjunto vacío $ ¡como cerrado y como abierto. 
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respectivamente , 


12 - Demostrar que la diferencia entre un conjunto abierto 
A y un conjunto cerrado C es un conjunto abierto yque la 
diferencia entre C y A es un conjunto cerrado. 

Las dos afirmaciones hechas se justifican observando que A-C=ANÉC es 
la intersección de dos conjuntos abiertos y que C-A=CNMÉA es intersección 


de dos conjuntos cerrados (y teniendo presente el ej. anterior). 


13 - Sea E un conjunto de un espacio S, de, por lo menos, 
dos dimensiones, Suponiendo que tanto E como CE secom 
pongan de infinitos puntos demostrar que también la frontera 
FE está constituida por infinitos puntos. 

Razonemos por el absurdo, suponiendo que la frontera esté constituida por un 
número finito de puntos M», Mz, +»., My . Puesto que tanto E como €E 
contienen infinitos puntos, podemos fijar un punto Po de E yun punto Qo de 
€E distintos de los puntos My, My, ...,M, . Pero como éstos son todos los 
puntos de frontera, Po resultará interior de E y Qy4 Exterior, pudiéndose 
construir un dominio circular con centro en o cuyos puntos Q pertenezcan 
todos a CE . Consideremos ahora los infinitos segmentos PR: siendo r> 
> 2 entre ellos habrá infinitos que sólo tendrán de común el punto Po . Sabe- 
mos (ver "Lecciones", Cap. XIV, n? 4, teor. 1) que sobre cada uno de estos seg= 
mentos existe por lo menos un punto frontera M , necesariamente distinto de 
Po (que es interior). Nacen así obviamente infinitos puntos frontera M lo 
que contradice la hipótesis admitida al comienzo. 


Convénzase el lector de que el teorema no vale elcaso r=1 
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14 - Demostrar que la unión de infinitos conjuntos abiertos 
es un conjunto abierto y oa intersección de infinitos con- 
juntos cerrados es un conjunto cerrado ('), Demuéstrese con 
un ejemplo que, contrariamente a lo que sucede en el casode 
un número finito de conjuntos (ej. 11) la unión de infinitos 
conjuntos cerrados no es, en general, un conjunto cerrado y 
que la intersección de infinitos conjuntos abiertos no es, en 
general, un conjunto abierto. 

Sea A- la unión de infinitos conjuntos abiertos (al genérico de los cuales indi— 
camos con A') . Fijado P €A tal punto pertenece a por lo menos uno de los 
A! y, siendo éste abierto, existirá un dominio circular de centro P totalmente 
constituido por puntos de A' y, por ende, de A De aquí que cada PeA 
sea interior al mismo, lo que nos dice que A es abierto. 

Sea C la intersección de infinitos conjuntos cerrados C* Entonces ec 
es la unión de los £C' que son abiertos; por la demostración precedente YC 
es abierto y entonces Ces cerrado. 

Para la segunda parte del enunciado obsérvese que, por ejemplo, la unión de, los 
infinitos intervalos cerrados [+ 2 ] , (=1,2,3,...) deleje x 
tienen como unión el intervalo (0, 1] que no es un conjunto cerrado. Un ejem- 


plo relativo a la intersección de conjuntos abiertos se obtiene del precedente toman 


do los complementarios de los conjuntos ahí considerados, 


15 - PUNTOS DE ACUMULACION (cfr. "Lecciones", Cap. XIV, no 6). 
Demostrar que el derivado de la unión de un número finito 


de conjuntos de puntos de Ss. coincide con la unión de los de 


(*) Los conceptos de unión e intersección son obviamente aplicables también al caso de infinitos 
conjuntos. 
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rivados de tales conjuntos, mientras que el derivado de la 
intersección está contenido en la intersección de los deriva- 
e) 


dos. 


Basta referirse al caso de dos conjuntos E, F ;se trata, entonces, de demos 


trar que : 
D(EUF)= DEUDF ; (1) 
D(ENF) SDENDF ; (2) 


Para probar la (1) obsérvese que si P es punto de acumulación de EUF ES 
en todo dominio circular Y decentro P deben caer infinitos puntos de EUF 
y, Por ende, infinitos puntos de al menos uno de los dos conjuntos E,F . Sigue 
que P es punto de acumulación de al menos uno de ellos, Viceversa; si P per 
tenecea DEUDF encada J' caen infinitos anida: de al menos uno de los 
dos conjuntos E,F y, por ende, de EUF ,demodoque P resulta de acu— 
mulación para EUF 

Para demostrar la (2) basta notar que, si P es punto de acumulación de 
ENF ,encada |" deben caer infinitos puntos que pertenezcan simultáneamen- 
tea E ya F ,delo que sigue que P es de acumulación para E y para 
F . Nótese que, en este caso, el razonamiento no es invertible (por lo que en la 
(2) no se puede, en general, sustituir el signo << conel signo = ) puesto 
que del hecho que en T caigan infinitos puntos de E e infinitos puntos de F 


ño sigue, necesariamente, que caigan infinitos puntos de ENF 


16 - Demostrar que la unión de un número finito de conjun - 
tos perfectos es un conjunto perfecto. ¿Qué puede decirse de 


análogo para la intersección?. 


() Resulta oportuno convenir en este momento que el conjunto vacío está contenido en cualquier 
conjunto. 
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Si E y F sonperfectos, se tiene E= PE , F= DF y, por ende, (ej. 
precedente) D(EUF)= DEUDF=EUF 

El teorema relativo al producto no es, en general, cierto puesto que D (ENF)€ 

€ DENDF=ENF ¡sólo puede decirse que la intersección es cerrada (cfr. ej. 


11). 


17 - Demostrar que, para todo conjunto E de S los dos 


> 
conjuntos FE y DE son conjuntos cerrados, 
Expondremos la demostración para FE ;larelativaa DE es del todo aná- 
loga, Debemos hacer ver que si FE admite un punto de acumulación M ,re- 
sultará necesariamente M € FE . En todo dominio circular Y de centro M 
existe un punto P € FE distinto de M . Considerado un dominio circular J”' 


de centro P ycontenido en Tf, podemos decir que en T' (y por lo tanto en 


T )caen puntos de E comode E , loque prueba que M € FE 


18 - Sea E un conjunto perfecto de ra » no coincidente con 
el mismo espacio. Demostrar que si r>2 ,la frontera FE 
es un conjunto perfecto. 

Ya sabemos que FE es cerrado (ej. 17) quedando por probar, entonces, que 
todo punto M € FE es punto de acumulación de FE .Elpunto M , como 
punto de FE pertenecea E (quees perfecto, y, por ende, cerrado) resultan- 
do entonces punto de acumulación de E (que es perfecto). Además, en todo do— 
minio circular |] decentro M e FE caen puntos de ÉE , necesariamen- 
te distintos de M (que pertenecea E );porlotanto M es también punto de 
acumulación de CE 


Sigue que en todo  )” existen infinitos puntos de E e infinitos puntos de LE 


Razonando entonces como en el ej. 13 se ve que en y caen, necesariamente , 
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infinitos puntos de frontera lo que prueba que M es punto de acumulación de 


FE 


19 - CONJUNTOS DENSOS EN SI MISMOS. 

Un conjunto E de puntos será denominado denso en si mis- 
mo cuando está contenido en su derivado. Dar ejemplos de ta 
les conjuntos. Demostrar que la unión de dos conjuntos den— 
sos en sí mismos es un conjunto denso en si mismo.¿Qué pue 
de decirse respecto de la intersección de los mismos? 

Un ejemplo está proporcionado por el conjunto de los puntos del eje x que tie- 
nen abscisa racional; otros ejemplos los constituyen los conjuntos perfectos. 

Si EC DE , FEDF , se tiene (ej. 15) PD(EUF)= DEUDF 2 EUF. 

Para la intersección no puede decirse nada en general, porque D(ENF) S 


€ DENDF 2 ENF 


20 - DOMINIOS (cfr. "Lecciones", Cap. XIV, n? 7). 

Demostrar que la unión de un número finito de dominios es 
un dominio. 

Basta considerar el caso de dos dominios D, D' . Para probar que el conjun- 
to DUD' esun dominio, basta hacer ver que es cerrado y que cada * punto del 
mismo es punto de acumulación de puntos interiores. La 1* propiedad sigue del ej. 
11;1la 2% de un fácil razonamiento, teniendo en cuenta que todo punto interior de 


D ode D' es también interior de DUD' 


21 - CONTINUOS ACOTADOS. 
Sea E unconjunto acotado de S, . Se dirá que tal conjunto es un con- 


tinuo cuando verifica estas dos condiciones: a) es perfecto ; B) cada vez que 
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sean elegidos arbitrariamente dos puntos P, Q del mismo y un número £>0 
existe una poligonal de extremos P,Q. tal que sus vértices pertenezcan a E y 
todos sus lados tengan longitud menor que £ 

Para comprender la razón de esta definición de continuo debe tenerse presente 
que la misma intenta traducir en términos precisos el hecho que se trata de un con 
junto cuyos puntos se suceden, por decir así, sin interrupción. Desde este punto 
de vista comprendemos de inmediato el por qué de la condición f' )¿ Pero es fácil 
ver que ésta no basta, 

Considérese, por ejemplo, sobre el eje x el conjunto formado por los puntos 
de abscisa racional del intervalo [ 0,1 ] , el que no puede evidentemente lla- 
marse continuo aunque verifica la f ) Lperonola a )7. 

Obsérvese además que las dos condiciones a ) , B ) no son en general sufi - 
cientes en el caso enque E sea no acotado. 

Considérese, por ejemplo, el conjunto plano no acotado constituido por una ra- 
ma de hipérbola y de su asíntota, conjunto que no será un continuo , aún veri- 


ficando las a)y f). 


22 - Los intervalos cerrados y acotados del eje real son to - 
dos continuos acotados de tal eje (y son los únicos). 

Un intervalo como los mencionados es evidentemente un continuo. Viceversa; si 
E es un conjunto de números reales que sea un continuo , llamando con A, 
AM a sus extremos inferior y superior (finitos) digo que E coincide con elin 
tervalo [ A, A ] 

Todo punto de E pertenece, evidentemente, a tal intervalo y queda por hacer 
ver que todo punto, del intervalo pertenece a E . En efecto; si x no pertene — 


ciese, no sería ni siquiera punto de acumulación de E (que es perfecto) y debe - 


XIV - 23 434 
ría existir un intervalo de centro x carente de puntos de E loque haría no 


cumplira E con la condición B ) del ej. precedente. 


23 - Demostrar que la unión de dos continuos acotados, que 
tienen por lo menos un punto en común, es un continuo acota- 
do. 


La simple demostración queda a cargo del lector. 


24 - TEOREMA DE HEINE - PINCHERLE - BOREL. 

Sea E un conjunto cerrado y acotado. Sea ( una fami— 
lia de campos A que recubre E , en el sentido que todo 
punto de E pertenece, por lo menos, a uno de los campos A 
de la familia $ . En tales hipótesis es posible extraer de 
$ una familia parcial 4' que constituya todavía un recubri- 
miento de E y que esté formada por solamente un número fi- 
nito de campos de A 

Para fijar las ideas, expondremos la demostración en el caso de los conjuntos 
del plano xy . Razonemos por el absurdo y supongamos que no sea posible recu- 
brir E con un número finito de campos A . Entonces, fijado un rectángulo R 
con los lados paralelos a los ejes coordenados, que contenga a E , dividámoslo 
en 4 rectángulo$ iguales RO) 5 10) % Re) á Rs) * mediante los segmentos 
que unen los puntos medios de los lados opuestos (ver fig. 86). y consideremos los 
conjuntos ENRÚ) , EnR) , EnR), EnRí% . De acuerdo a lo anterior 
mente admitido por lo menos uno de estos no puede recubrirse con un número fini- 
to de campos A ; tomemos el primero para el que esto se verifica e indiquemos 


con Ry al rectángulo correspondiente. 


Operemos sobre ..R¡ como hemos operado sobre R , es decir, dividámoslo 
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con el mismo procedimiento en cuatro Y 
rectángulos RO É ro 5 Rfo) q 
rf , Considerando después los con- 


juntos EQRO, Er, Er, 


ENRÍP . Al menos uno de ellos no 


podrá recubrirse con un número finito 

de campos A ;tomemos el primero Fig. 86 

para el que eso sucede y llamemos R) al rectángulo correspondiente. 
Repitamos la construcción sobre Ra y así sucesivamente. Surge, de tal mo - 

do, una sucesión de rectángulos. 


R, Ry, Ra, + delas a 


tales que cada uno de ellos está contenido en el precedente, reducidas sus dimen — 
siones a la mitad y tales, además, que no es posible el recubrimiento de E N Ba 
(n= 1, 2, ...) con un número finito de campos A . Esto implica, evidentemen- 
te, que ENR, contiene infinitos puntos y entonces, con un razonamiento simi - 
lar al realizado en la demostración del teorema de Bolzano-Weierstrass ( ver 
"Lecciones", Cap. l, no 4), se encuentra que existe un punto Pp( E ,T ) que es 
tá contenido en todos los rectángulos (1) y que es de acumulación para E. Co-= 
mo E escerrado, el punto Po pertenece a E yentonces, por la hipótesis 
del teorema, entre los campos de la familia (existe uno, Ap , que contie- 
nea Pp - Siendo Pg interior al Ag ,para n suficientemente grande, el 
rectángulo Ro estará contenido en Ag . Sigue, así, que el conjunto E N Ba 
queda recubierto por el único campo Ag loque es absurdo ya que se ha dicho 
que para recubrir ENR, son necesarios infinitos campos A 
El teorema queda así demostrado. 


Observemos que las dos hipótesis, es decir que E sea cerrado y acotado, son 
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esenciales. Si falta una de ellas, el teorema puede no ser cierto como lo ponen en 
evidencia los dos ejemplos siguientes de conjuntos de puntos del eje x ,que de- 
jamos discutir al lector. 
Ejemplo 1% E(no acotado) está constituido por los puntos de abscisas 
1, 2, 3, 4, ... ; la familia de los campos A está dada por los intervalos Mier: 
tos que tienen los centros en tales puntos y amplitud + 
Ejemplo 29) E (no cerrado) está constituido por los puntos con las 
abscisas 1, + 5 - A +, +...  ;la familia de los campos A la cons- 


tituyen los intervalos abiertos que ti enen los centros en tales puntos y las ampli - 


tudes lt, 1 y S 1 0 1 .... , respectivamente. 
22222? 93d? qq? 0 


25 - Como aplicación del teorema del ej. precedente, demos- 
trar que si dos conjuntos C,C' son cerrados, sin puntos co 
munes y, al menos uno, es acotado, la distancia entre am— 
bos es positiva. 

Supongamos que C está acotado. Sea P un punto cualquiera de C ¡no po- 
drá pertenecer a C' y, por ende, su distancia a C' (cerrado) que indica 
remos con .£$(P) , es ciertamente positiva (cfr. "Lecciones", Cap. XIV, na A 
teor. II). 

Por lo tanto, considerado el campo circular Ap de centro P y radio 
E , todos sus puntos Q tienen respecto de C' distancia ¿(Q) no infe- 
rior a A . Cuando P varíaen C ,.elcampo circular Ap descri — 
be una familia que recubre C (cerrado y acotado) 

Por el teorema del ej. precedente, bastará un número finito de tales campos pa- 
ra recubrir C  ;sean ellos 


A (1) 
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5 » 


ysea r>0 elmenor de sus respectivos radios 24 E En 


Dicho esto, sea Q un punto arbitrario de C y Q' un punto arbitrario de 


C' ,Elpunto Q quedará contenido enun A de los campos (1) , teniéndo- 
S(P4) 1 
se en consecuencia 3(Q) > == . Se puede, entonces, escribir 


QQ 7 50) > 21 


de lo que sigue d 2r>0 ,quees loque queríamos demostrar. Otra demos— 

tración de este teorema se dará en el ej. 11 del Cap. XV. 

26 - POTENCIA DE LOS CONJUNTOS. CONJUNTOS NUMERA - 
BLES. 

En este ejercicio nos referiremos a conjuntos de elementos cualesquiera(en 
particular de puntos). Se dice que dos conjuntos tienen la misma potencia o que 
son equivalentes cuando sus elementos puedan ponerse en correspondencia 
biunívoca, vale decir, cuando sea posible encontrar una ley que asocie a cada ele- 
mento del primer conjunto un elemento del segundo y viceversa. Si uno de los dos 
conjuntos considerados es finito y contiene n elementos, es evidente que 
también el otro debe ser finito con el mismo número n de elementos. Pagando a 
los conjuntos infinitos se presenta espontánea la consideración de los deno — 
minados conjuntos numerables que son aquellos que tienen la misma poten— 
cia del conjunto de los números naturales 1, 2, 3.... . Enotras palabras: un 
conjunto es numerable cuando puede establecerse una correspondencia — biunivoca 
entre los elementos del conjunto y los de la sucesión de números naturales, Se di- 
ce también que los elementos del conjunto constituyen una infinidad nume - 
rable yes evidente que para ellos podrá adoptarse una notación del tipo 


o E ; 168) 


o sea que los elementos de un conjunto numerahie pueden ser numerados. 
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No se confunda este concepto de infinidad numerable de elementos con el de su- 

cesión de elementos; en una infinidad numerable como la (1) los elementos 
son todos distintos entre sí, mientras que no está dicho que eso . suceda en 
una sucesión. En efecto; cuando se habla de una sucesión 

by, Das Dgoco.. (2) 
se quiere decir que existe una ley que pone en correspondencia unívoca a los 
números de la serie natural con ciertos elementos; pero tal correspondencia no es, 
en general, biunívoca puesto que un mismo elementos puede provenir de dis - 
tintos números naturales. Por ejemplo, la sucesión descripta por el número: yr 
(m=1, 2,3, ....) esla -1, 1, -1, 1, .... y consta de solamente dos elemen- 
tos distintos; la sucesión descripta por el número r* , donde r es el resto 
de la división de n por 3 , es la 

O y de EA (8) 
y en ésta, los números 0 y 1 se repiten infinitas veces. 


Demostraremos los siguientes teoremas; 


I-El conjunto constituido por los elementos de una sucesión 
o es finito o es numerable. 

En efecto; si el conjunto E , constituido por los elementos de una sucesión (2) 
no es finito, se puede establecer una correspondencia biunívoca entre E y los 


números naturales del siguiente modo. Se pone aj ; después, entre los e — 


lementos que en (2) suceden al a, se busca el primero que sea distinto de a 
y se lo indica con ay .; entre los elementos que en (2) suceden al ay se bus- 
ca al primero que sea distinto de a y de ay yse lo indica con ag 5y así 


sucésivamente. 


Por ejemplo, a la sucesión (3) corresponde la infinidad numerable 
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U -El conjunto obtenido como unión de un número finito o de 
una infinidad numerabie de conjuntos numerables es un con - 
junto numerable. 

Sean E,, Ez, Eg, .-.. los conjuntos numerables considerados. Con sus e— 
lementos, supuestos numerados como en (1) , podemos formar una tabla del ti — 


po siguiente 


formada por un número finito o infinito de filas, e infinitas columnas. 

Todos los elementos del conjunto unión figuran en la tabla precedente (alguno 
puede figurar varias veces, e inclusive infinitas) 

Obsérvese entonces que es posible disponer los elementos escritos formando u- 
na sucesión , con la siguiente ley: al número 1 sele asocia el 'elemento 
ai ;alos números 2 , 3 loselementos aj , ayy valosnúmeros 4,5, 
6 los elementos a33 , ag , ag1 ; y así sucesivamente procediendo a lo lar- 
go de las sucesivas diagonales del cuadro como se ha indicado recién (con la ad— 
vertencia de que, si se tiene un número finito n de conjuntos, la n-ésima dia- 
gonal y todas las sucesivas contienen n elementos). 

El conjunto E,UE¿UEz¿U.... se presenta constituido por los infinitos ele- 


mentos distintos de la sucesión recién definida, siendo así (teor. 1) numerable. 


TI -Un coijunto F , contenido en un conjunto numerable E, 
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es finito o numerable. 

En efecto; si F noes finito y está contenido en el conjunto numerable (1) po- 
demos establecer una correspondencia biunívoca entre F  ylos números natura- 
les, asociando 1 conelprimer A de los elementos (1) que perténece a F; 
asociando 2 con el primer Bko que, figurando entre los elementos sucesivos 


al Ak ,Pertenezca a F ;yasí sucesivamente. 


IV - El conjunto de los números racionales es numerable. 
Comencemos considerando los números racionales positivos ;cada uno de 


ellos figura infinitas veces en el siguiente cuadro: 
3 


ES 


(4) 


alo ejeje 
sojés co] roceojes rs 
sojes co]es sojeo 
ajo ola ola | 
ajos csjor ejes ron 
ajo eo vja ro 


donde se han escrito sobre la primera fila todas las fracciones de denominador 1, 
sobre la 2% aquellas con denominador 2; y así sucesivamente. Los números 
del cuadro (4) pueden ordenarse en una sucesión con el procedimiento diagonal u- 


sado en la demostración del teor. 1I , del siguiente modo 


E E E A A AS 
E E A A 


A e 353% 
de modo que el conjunto de los números racionales positivos, que está constituido 


por los números distintos de esta sucesión, es numerable (teor. 1). Se en— 


cuentra para el mismo la numeración 


1 3 e -1 
n=1,n2, B=7 >». 13, Bb» E A E: (a) 


Tras esto, si se considera la totalidad de los números racionales (positivos, ne- 


gativos o nulos) una numeración para dicha totalidad es, por ejemplo, la siguiente: 
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E UE OE 1 ES 0 AS 


Observación: El teorema precedente puede parecer paradojal cuando se re- 
cuerde que los números racionales forman un conjunto denso por doquier, 
es decir son tales que, en todo intervalo, por pequeño que fuera, caen infinitos Pe 
ro, refiriéndonos por ejemplo a los números racionales positivos obsérvese que, 
si los mismos pueden ser numerados como en (5) , el orden en que se sucedan en 
tal numeración no tiene nada que ver con el ordenamiento natural según el concep- 


to de mayor o de menor (obsérvese en la fig. 87 como, siguiendo el ordenamien — 


e pl + a 
AAA % % % 
Fig. 87 
to (5) , se salta continuamente de un lugar a otro del eje real). 
V-El conjunto de los puntos de un espacio Ss. , que tienen 


e 
todas sus r coordenadas racionales, ) es numerable 

El teorema precedente nos dice que la proposición recién enunciada, vale para 
r=1 . Esfácil demostrarla en general recurriendo al método de inducción, 


Basta tener presente que un punto racional (Xj , X2 ,..+.*» Xp] + Xp ) 


de S, proviene de asociar el punto racional (Xy , X2 ,...., Xp-1) de S. 


con el número racional x, y tener en cuenta el teorema II . Dejamos para el 


E 


lector el desarrollo detallado del razonamiento. 
27 - CONJUNTOS NO NUMERABLES. CONJUNTOS QUE TIENEN 
LA POTENCIA” DEL CONTINUO. 


Continuemos considerando conjuntos de elementos cualesquiera. Lo que se 


.. 
6) suelo decirse brevemente: los puntos racionales de S, 
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dijo el el n% 26 no debe hacernos creer que todo conjunto de inifinitos elementos se 


a numerable. Demostremos, por ejemplo, que vale el siguiente teorema: 


1- El conjunto de los números reales no es numerable. 
Observemos, previamente, que el conjunto de todos los números reales x pue- 


de ponerse en correspondencia biunívoca con el conjunto de los números reales y 


del intervalo abierto (0,1) , por ejemplo, mediante la fórmula y = de 


+1 
la que se obtiene x= log, + -1) . En efecto; se ve inmediatamente que mien- 
tras x crecede - wma +0 , y decrecede 1 (excluido) hasta 0  (ex- 


cluido). 


Bastará, por lo tanto, demostrar que el conjunto de los números reales y del 
intervalo (0,1) no puede ponerse en correspondencia biunívoca con los números 
naturales. 

Pensemos para cada número y en su representación decimal, que será del ti- 
po 


y=0, 0, C9CgC4 + 5 (1) 


donde Ck (k=1, 2,3, 4, ....) esuna de las cifras 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 


9 y queda excluido que tales cifras sean todas iguales a cero (porque y >0 ). 
Excluimos también que el número decimal sea periódico con período 9 , de mo- 
do que (véase Introducción, n? 8) habrá correspondencia biunívoca entre los 
números y de (0,1) ylos números decimales 0, €, C7Cg Cg.... 

Advertidos de esto razonemos por el absurdo y supongamos que (0,1) sea nu- 
merable. Esto significa que habríamos encontrado una numeración Y Ya Y 


de los números y de (0,1) , es decir, formado un cuadro del tipo 
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AA 
y2=0., 621 C22 023 024 ---- 
(2) 
Y3=0 , Cg] 032033 Cg4 +... 
el que contiene todos los posibles números decimales (1) que 
no tienen todas las cifras iguales a cero y que no son perió- 
dicos con período 9 
A cada cifra Chk el cuadro hagámosle corresponder una cifra Chk con la 
siguiente ley 
= Cpk +1 si Chk 70 1, 2, 3, 4 
=Chg =1 si Cpk=5,-6,7,8,9.; 
de modo que resultará 
A E (3) 
Consideremos ahora el número decimal 
y!=0, 07] Cog 033 Ogg ce... 
que no puede tener todas las cifras iguales a 0 , ni ser periódico de período 9 
(ya que, en virtud de (3), las cifras 0 y 9 noaparecen jamás). Tal núme- 
y' debería entonces figurar en el cuadro (2) . Pero esto es absur 
do pues y! no puede coincidir con Y ya que difieren en su primera cifra de— 
cimal (011 A c,1) ;no puede coincidir con yz Pues difieren en la 2 cifrade- 
cimal (c22 A C22) ; no puede coincidir con yg Porque 33 K gg Y así su— 
cesivamente . El teor, 1 queda así demostrado. 
De él sigue que el conjunto de los números reales es tal de contener conjuntos 
numerables (por ejemplo el conjunto de los números racionales) sin ser, sin em- 


bargo, numerable. Nos encontramos entonces de frente a un conjunto que tiene, por 


decir así, una potencia superior a la de los conjuntos numerables; se dice que tal 
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conjunto tiene la potencia del continuo. 

Entonces, decir que un conjunto E de elementos tiene la potencia del conti — 
nuo significa asegurar que es posible establecer una correspondencia biunívoca en- 
tre los elementos del conjunto y los números reales. Es evidente que tal conjunto 
contiéne conjuntos numerables (por ejemplo, aquél que, en la citada correspon — 
dencia, resulta correspondiente al de los números racionales). 


Demostremos estos otros teoremas: 


I -Si un conjunto E tiene la potencia del continuo y si Nes 
un conjunto fihito o numerable, el conjunto EUN tiene to— 
davía la potencia del continuo. 

Se puede suponer que. E y N notengan elementos comunes pues, de tener— 
los, bastaría suprimir en N tales elementos sin alterar con eso ni la unión 
EUN , ni la numerabilidad de N 

Fijemos en E un conjunto numerable arbitrario M y llamemos con F a 
la diferencia E - M , pudiéndose escribir E=F|M yaque los conjuntos F 
y M' no tienen elementos comunes. 

Puesto que E tiene la potencia del continuo, podrá ponerse en corresponden— 
cia biunívoca con el conjunto E' de todos los números reales. Llamemos F' , 
M' a aquellos conjuntos de números reales que, debido a tal correspondencia, re- 
sultan correspondientes a los conjuntos F , M , respectivamente, por lo que 
tendremos E'=F'[J M' con M' numerable y F! , M' carentes de núme- 
ros comunes. 

Tras esto se tiene EUN=FU(MUN) ,con MUN numerable y sin elemen- 
tos en común con F  . Se puede establecer una correspondencia biunívoca entre 


MUN y M' ,laque, junto a la establecida entre F y F' nos proporcio— 
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na una correspondencia análoga entre FU(MUN) y F'UM!' , vale decir, en- 


tre EUN y E! . Esto muestra que EUN tiene la potencia del continuo. 


MI -Si N es un conjunto numerable contenido en un conjunto 
E que tiene la potencia del continuo, el conjunto E-N tie- 
ne todavía la potencia del continuo. 

Existe una correspondencia biunívoca É entre E yelconjunto E! de to- 
dos los números reales. Según la € alconjunto N le corresponde un conjun- 
to N' numerable, de modo que la € también transforma E-N en E'-N'. 

Fijemos en E- N un conjunto numerable arbitrario M 6) y llamemos M' 
al obtenido mediante la correspondencia É . Se tiene que M' es numerable y 
que E-N-M resulta porla € transformado en E!-N!'-M' ., 

Puesto que M y N'UM' son numerables, es posible ponerlos encorrespon- 
dencia biunívoca, a la que llamaremos € 1. 

Utilizando ahora las € y €; podemos establecer una correspondencia bi- 
unívoca entre (E-N-M)UM y (E! -N' -M'”) U (N'+M') , es decir, en- 
tre E-N y E! ;esto muestra, precisamente, que E-N tiene la potencia 


del continuo. 


IV - Todo intervalo del eje real es un conjunto que tiene la po 
tencia del continuo. El conjunto de los números irracionales 
tiene la potencia del continuo. 

Ya sabemos que el intervalo (0,1) tiene la potencia del continuo. Si conside - 
ramos ahora cualquier intervalo abierto (a,b) ,o (a,+0 ] ,o ([-0,a) 


el lector podrá fácilmente establecer fórmulas que ponen sus números x enco- 


(*) Es evidente que E - N debe contener infinitos elementos; admitimos aquí demostrado que 
en todo conjunto infinito se puede siempre elegir una infinidad numerable de elementos. 
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rrespondencia biunívoca con los números y de (0,1) 

Tras esto se pasa al caso de los conjuntos cerrados, o abiertos a la izquierda, o 
abiertos a la derecha teniendo en cuenta el teor. II 

La afirmación relativa a los números irracionales es una consecuencia inmedia- 


ta del teor. MI. 


V-El conjunto de todas las sucesiones de números enteros y 
positivos tiene la potencia del continuo. 
Demostraremos el teorema haciendo ver que las sucesiones 
DM, 29,3, M4, +... (4) 
del conjunto considerado E pueden ponerse en correspondencia biunívoca con 
los números reales x del intervalo (0,1) 


Dada la sucesión (4) , construyamos los siguientes números positivos 


L 1 1 1 l 
> a e ds asa o 
21 21 na o A AOS 
y llamemos 1 al conjunto por ellos formado. Para cada número E E de I se 
tiene 
1 1 
Br = e Tien o 
aaa 2 


1 (Y 


1-4 


el conjunto 1 está entonces acotado superiormente y tiene un extremo superior 


ls =1:L z 
=3 1 E 3 


finito x resultando 0 <x <1 .Con esta construcción hemos a- 


sociado a cada sucesión (4) un bien determinado número real 


(*) Puede ser x= 1 ; basta partir de la sucesión (1, 1, 1, ....) , como.es fácil verificar. 
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Antes de intentar invertir esta correspondencia hagamos una observación. Fija- 
do arbitrariamente un índice r , para todo índice r+s mayor que él se tiene 


evidentemente 


aL (A lt 1 
A 1Dp 427. Mp4g 


AZ 
N]+N9+... 
Aa 


sigue x < Er+ A , de modo que el número x antes construi 


do goza de la propiedad expresada por la 


1 
SS , (r=1,2,3, ....) . (6) 
Tras esto, veamos ahora si, asignado un número real x de (0,1] , es po- 


sible encontrar una sucesión (4) tal que, operando sobre ella con la precedente 
construcción, se llegue precisamente al número x considerado, 

Entre tanto, admitiendo que una sucesión tal exista, los correspondientes núme- 
ros (5) deberán verificar la (6) . Escribiendo eso para r=1, 2, 3, .... se 


encuentran las 


1 1 1 1 1 1 
A E A 
qe ES q 1 qe e x 2 ¿11+n9-1 
de 1 1 1 1 1 
A + <x < + . = a (7) 
2» 91 y91+M2+M3 SS 2 ¿a1 Ma 9%1+N7+3 1 


las que evidentemente expresan que nj, esel primer número entero para el 


que resulta ——<x ; n¡+nz esel primer número entero para el quese 


tiene 2% + <X ; D+n3+D3 es el primer entero tal de tenerse 
n 
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1 1 1 
a E Eq A AR O 0. 
qu” ¿arta * ¿By ngtg 


Entonces, si es posible asociar a x uma sucesión (4) del modo dicho, sus nú 
MEeros M,,M,,M3,... MO pueden ser otros que los perfectamente determina - 
dos por la ley recién enunciada. 

Queda por hacer ver que con tales números se genera efectivamente una suce- 
sión (4) que goce de la propiedad deseada. En efecto; por construcción los núme- 
r08 NM, ,NMz,NMz,... verifican las (7) [con el número dado x _7 vale decir, 
los correspondientes números (5) verifican las (6) . Sigue, ante todo, que nues- 


tro número x es mayor que todo Ex . En segundo lugar, de la (6) sigue 


1 1 . á 
x-5,< AA < <= y, por lo tanto, dado £ > 0 ' y determinado 
L 


A 


un índice r tal de tenerse < € ,paratal r resultará x-E,<€, 


osea, Er>X-E 

El número dado x goza entonces de las dos propiedades características del 
extremo superior del conjunto 1 de los números (5) y, por ende, coincide con 
el mismo. 

Hemos así establecido una correspondencia biunívoca entre las sucesiones 


(4) y los números reales x de (0,1] , y el teorema queda demostrado. 


VI-El conjunto de los puntos de un espacio S. de r dimen- 
siones tiene la potencia del continuo. 

Sabemos que es posible establecer una correspondencia biunívoca entre el con— 
junto de todos los números reales y el intervalo (0,1] . Aprovechando r ve- 
ces de tal correspondencia se origina, de modo obvio, una correspondencia 'biuní E 
voca entre la totalidad de los puntos de S,  ylos puntos del intervalo semiabier- 


to Q. definido por las 
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0<x<1T y 0<mM<ElL,) o, 0<x,<1 
Bastará, por lo tanto, hacer ver que este intervalo Q tiene la potencia del 
continuo, vale decir (teor. preccedente) , que sus puntos pueden ponerse en co — 
rrespondencia biunívoca con las sucesiones de números enteros y positivos. 
Fijado un punto P (1 + X21 +.» , Xp) de Q , para cada una de sus coorde- 


nadas X, Construyamos, con el procedimiento utilizado durante la demostración 


del teorema precedente, la correspondiente sucesión Oy S Mo 5 Peg PA 
números enteros y positivos, Nacen así, en correspondencia con el punto P ,las 
r sucesiones 
TUS TES CU 
(M27» Mag» Mag» +++ + ) (8) 
E 
de la que puede deducirse la única 
(M17> Boj» +++» Dj, jos yo, +++» Mg, Myg, Moo, +++, Mpg, Al (9) 


obtenida, a partir de la (8) , en forma evidente. De tal modo a cada punto P de 
Q queda asociada una bien determinada sucesión (9) de números enteros y posi- 
tivos. 
Viceversa, dada arbitrariamente una sucesión de ese tipo 
(Mi. Dos Ma, My, O 
de ella podemos obtener [con procedimiento inverso al utilizado para pasar de (8) 


a (9)7 las siguientes r sucesiones 


o Papo rd 
Ma par apo cd 0 
Pa 
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a las que corresponden (con la ley establecida en el teorema precedente) r nú- 
meros reales Xi» Xgr 0...» X, , respectivamente, y, por ende, un bien determ:- 
nado punto PlXy, Xg, .--» Xp) de Q 


Hemos así establecido una correspondencia biunívoca entre los puntos de Q y 


las sucesiones de números enteros positivos, con lo que el teorema queda demos - 


trado, 


Observación. Puede ahora preguntarse si existen conjuntos de potencia su- 
perior a la del continuo, vale decir, tales de contener un conjunto que tenga la po- 


tencia del continuo y no tener tal potencia. La respuesta es afirmativa; véase ej. 29, 


28 - Del teorema VI del ej. preceuente, considerado para 


r=2 queda establecida una correspondencia biunívoca en— 


tre los puntos del intervalo (0,1 ] y los del cuadrado 0<x< 


<1 , 0<y<l . Hacer ver que a los puntos a=L, n= 


= L+ + del intervalo corresponden los puntos A+ > LD 


pe 


A (a del cuadrado y deducir que la correspondencia 


pl 
> aT ) 
e) 

considerada no es continua. 


Refiriéndonos a lo tratado en el ej. precedente, se ve sin dificultad que al nú — 


mero a= + le corresponde la sucesión (2, 1, 1, 1, ....) la que, asuvez, 
origina Letr. (10,7 las dos sucesiones (2, 1, 1,1, ....) y (1,1,1,1,....) 
1 


que identifican, respectivamente, a los números y 1 , Entonces, a a= 
= + le corresponde el punto ri, 1) del cuadrado. 
Análogamente, al número A = = + = le corresponde la sucesión (d,n, 


1, 1,1, ....) de la que surgen las dos sucesiones (1, 1, 1, 1, )y (01 


dy 


1, 1, ....) alas que corresponden, respectivamente, los números 1 y mp1 


(*) Es decir, que a puntos vecinos del intervalo no le hace corresponder puntos vecinos del cua- 
drado. 
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P e 1 
que identifican al punto Pp(1, a )- 


Cualquiera sea n se tiene PP, = > de E mientras 
que la diferencia A, - 4 = + puede resultar tan pequeña como se desee, e- 
2 


ligiendo n suficientemente grande. 


29 - EJEMPLO DE UN CONJUNTO DE FUNCIONES QUE TIENE 
POTENCIA SUPERIOR A LA DEL CONTINUO. 

Volviendo sobre lo observado al final del n? 27 deseamos ahora hacer ver, con 
un ejemplo, que existen conjuntos de elementos que tienen potencia superior a la 
del continuo, 

Se trata de construir un conjunto E de elementos que goce de estas dos pro - 
piedades: 

1%) contenga un conjunto E' que tenga la potencia del continuo; 2%) los elementos 


de E no pueden ponerse en correspondencia biunívoca con los números reales, 


Sea E el conjunto de todas las funciones f(x) que están 
definidas en [-w,+0W 7] y que asumen solamente los valores 
0 y 4 

Entre tales funciones figura también aquella, que indicaremos con fp(x) que 
en un punto Xp fijado vale 1 yentodos los otros puntos vale 0. Cuando 
xp varía, tal fp(x) describe un conjunto E' contenidoen E , cuyos ele- 
mentos £0) están, evidentemente en correspondencia biunívoca con los núme= 
ros reales Xo 5 queda así satisfecha la primera propiedad de las dos antes indi- 
cadas . 


Para probar que también queda verificada la 2% razonemos por el absurdo y 


supongamos haber establecido una correspondencia biunívoca entre las funciones 
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f(x) de E ylos números reales E . Ental hipótesis, a cada f(x) de E 
quedaría asociado el correspondiente número real E ,porloquela f(x) pue- 
de también indicarse con la notación f E (x) que refleja dicha co-respondencia. 
Construyamos ahora una función F con la siguiente ley: en cada punto E la 
F asume el valor 0 oelvalor 1 según que la fé (x) correspondiente a tal 
punto E asuma enélelvalor 1 oelvalor 0 .La F así construida noa- 
sume otros valores que 0 y 1 y debería, por lo tanto, pertenecer al conjun — 
to E ,.esdecir, debería coincidir con una de las fg (x) 
Pero eso es absurdo puesto que, de cualquier modo que se fije E ,la fg(x) 
no puede coincidir con la F ya que, por construcción, estas dos funciones asu—= 
men valores distintos en el punto E 


Queda así demostrado que el conjunto de funciones antes definido tiene potencia 


superior a la del continuo. 
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CAPITULO XV 
Funciones de varias variables 


1 - FUNCIONES DE DOS O MAS VARIABLES. (ver "Lecciones',Cap. 
XV, n% 1, 2). 


Determinar los conjuntos de definición de las siguientes 


funciones: 


m == — ; (2) z=aresen(x+y) ; (8) 2= Y 108, (1? -2x) ; 


cos Xx 


(4) 2=V xy-1 logo (6 -2x-2y) ; (5)u= 


Con fáciles consideraciones se encuentran los siguientes conjuntos: 
(1) todo el plano, tras haberlo privado de los puntos de las infinitas rectas de e- 


cuación x= (2k + 1) + , donde k indica un entero relativo; 


y) 


Fig. 88 Fig. 89 
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(2) la faja cerrada comprendida entre lasdos rectas paralelas x+y= -1 y 
x+y=1 ; 

(3) el dominio no acotado definido por y -2x >1 (ver fig. 88, donde la cur- 
va dibujada es la parábola de ecuación y? -H-i=0D y 5 

(4) el conjunto no acotado definido por las xy 21 , x+y< = (ver fig . 
89, donde están dibujadas la hipérbola equilátera xy=1 ylarecta x+y= > 

(5) la región limitada por los dos planos paralelos z=-1 , z=1 (incluidos) 


a la que se ha privado del origen O 


2 - Estudiar las superficies del espacio ordinario que resuk 


tan ser diagramas de las siguientes funciones de dos varia - 


bles: 
dy) a=x2+ay? ; (2) z=x2-4y?  ; (8) 2=2xy 

; = 2,y2; li a 
(4) z xy (6) 2 xo+y" 5; (6) z = ; 
() a=fx+by ; (8) 2=x (Ly 0: (0) 2= UU + y) 


Como es sabido de la Geometría Analítica, el diagrama de la función (1) esun 
paraboloide elíptico ;el de la función (2) esun paraboloide hiper- 
bólico 

También el diagrama de la función (3) es un paraboloide hiperbólico, 
como se ve haciendo rotar en 45% , sobre su mismo plano, a los ejes Xx , y ; 
se pasa así de las coordenadas Xx, y a nuevas coordenadas X, Y vinculadas 


2 2 


X-Y Xi Y $ 


a las dadas por las x= == = 
E SEA 
El diagrama de (4) es aquella parte de la superficie (4') xy - z22-0 que está 


, resultando la (3) z=X 


en el semiespacio z > o ; como se sabe de la Geometría Analítica, tal superfi— 


cieesuncono cuádrico con vértice en el origen O (puesto que el primer 
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miembro de (4') es un polinomio homogéneo de 2% grado). Puede, por e- 
jemplo, obtenerse tal cono proyectando desde O la hipérbola xy=1 trazada 
sobre el plano z=1 
Análogamente, el diagrama de (5) consiste en aquella parte del cono cuá — 
drico x2+y2-22=0 , con vértice en el origen O , que está situada en el 
semiespacio Z >0 . En este caso tal cono es de rotación respecto del eje z, 
y sus generatrices forman un ángulo de 45% con dicho eje. 
La función (6) tiene como diagrama un paraboloide hiperbólico. Se lo 


- Ñ X-2 
ve realizando en el plano xz el cambio de ejes definido por las x= == A 


z=1+ 34 y que consiste en la traslación que lleva el origen al punto* (0,1) 
y una rotación de 45% de los ejes alrededor de tal punto. En efecto; con tal cam 
bio la (6) se transforma en la x? - 22 - 2y 

En las fórmulas (7), (8), (9) f es símbolo de una función arbitraria de una va- 
ríable. Como se conoce por la Geometría Analítica, el diagrama de (7) es un ci- 
lindro con las generatrices paralelas a la recta ax+by=0 del plano xy ; 
el de (8) esun cono con el vértice en el origen; el de (9) es una superficie 
de rotación alrededor del eje z (generada por la rotación, alrededor de tal eje, 


de la curva z=f(x). del plano xz ). 


3 - LINEAS DE NIVEL DE UNA SUPERFICIE z=f(x,y). 

La representación geométrica de una función de dos variables  z=f(x,y) me- 
diante una superficie requerirá la construcción de un modelo de tal superficie, por 
ejemplo, de material plástico. Esto no se logra fácilmente en la práctica y de ahí 
que nos conformamos, comúnmente, con tener una representación plana de la su— 
perficie, utilizando métodos proporcionados por la Geometría Descriptiva. Desea- 


mos dar ahora algunas nociones sobre uno de estos métodos que es, por otra par— 
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te, el más usado. Imagínese haber cortado la superficie z=f(x,y) con un plano 
horizontal de ecuación z=k , donde k es una constante con un valor tal de e- 
xistir efectivamente puntos comunes a la superficie y al plano. Tales puntos cons- 
tituyen, en general, una curva Cp que se presenta como el lugar de los puntos 
de la superficie que tienen cota k  , Si se proyecta ortogonalmente la ey 80 
bre el plano xy se obtiene, en este plano, una curva Ye (igual a la Cc. )que 
toma el nombre de linea de nivel de la superficie considerada. Haciendo va 
riar la cota k se obtienen 001 líneas de nivel Ye , conocidas las cuales la 
superficie puede reconstruirse inmediatamente como el lugar de las curvas que se 
obtienen llevando las distintas Ye a sus correspondientes cotas k 

Desde el punto de vista práctico basta dibujar un cierto número de curvas de ni- 
vel señalando, junto a cada una de ellas, la cota correspondiente, para obtener de 
ese modo una buena representación de la superficie. 

La línea de nivel correspondiente a la cota k tiene, evidentemente, ecuación 


f(x,y)=k  ;se trata, en general, de una ecuación bajo forma implícita y por eso 


nos limitaremos aquí a aconsiderar algunos casos simples en los que la ecuación 


y 


Fig. 91 
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f(x,y) = k puede ser inmediatamente interpretada geométricamente (en particular 
puede resolverse respecto de la y , en cuyo caso cada línea de nivel resulta el 
gráfico de una función de una variable). 

Considérese, por ejemplo, la función z= a . Las líneas de nivel de la super 
ficie correspondiente son las rectas de ecuación y=kx , obteniéndose la repre- 
sentación de la fig. 90. 

Análogamente la z=Yx“+y“ tiene como líneas de nivel las circunferencias 


808 3 


xo +y (véase fig. 91) 


4 - Representar geométricamente, mediante líneas de nivel , 
las funciones (1), (2) del ej. 1 y las (1), (2), (3), (4) y (6) del 
ej. 2,- 
-5 - LIMITES DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES (cfr. "Lec- 
ciones", Cap. XIV, n% 4) . 
Utilizando la definición de límite, demostrar que se tiene 


(2 sen y-y? 


(1) lim senx)=0 , (2) lim E E is 
(x, y) —(0, 0) (x, y) —(0, $) sen*x+cos* y 

( tim 42 - 3y2)2 _ a (4) lím ay o. 
bc, y)=(0,0) ,2, 9y2 y) —w 


* Para la (1) es necesario hacer ver que, fijado € > 0 ., puede determinarse 
un 5 > 0 talque, para 0<Vx2+y2< $ resulte | x2 sen y -y2sen x|< 
< E. Una vez observado que | x? sen y -y senx | < + y es inmedia- 
to convencerse de que la afirmación hecha resulta válida con 3 =Y e 

Para la (2) debe demostrarse que, fijado arbitrariamente un número real k Ñ 
es posible determinar un 3 > 0 talque, para 0< Ve do 3 ,re- 


1 
2 


sulte z 
sen” x + cos” y 


> k  . Esta última desigualdad queda siempre satisfe — 


chasi k <0 :;encambio, si k > 0 ella equivale a la sen%x+ sent =Yy) < 
< » 2 
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< + . Entonces, teniendo en cuenta que sen? x + sen? E 1). 124 E - ye, 


se ve que la afirmación hecha es efectivamente cierta con 3 > 0 , arbitrario 


1 
si k<0 ;con dr ¿si k>0 
k 
Para la (3) es necesario demostrar que, fijado € > 0 , puede determinar- 
2 - 3y2)2 
seun 3 > 0 talque, para 0 < x2+y2< 5 , resulte AA 
x2 + 2y2 


Introduciendo las coordenadas polares con el polo en el origen (x= gos p, 


J= gnp, 9- V x2+ Y ) puede escribirse 


2 -3y2)? PA 2p y? 
E EN A 1 A 2 52 
DA 9 2 es Y A 
x +2y 1 + sen p 


de modo que, todo lo que se ha afirmado vale ciertamente con $= A ve 

Para la (4) es necesario hacer ver que, dado £ > 0 , puede determinarse 
un 5 >0 ,talquepara Vx2+y2 > $ resulte Aya y? 2 Ea 

Esta última desigualdad se transforma fácilmente en la equivalente  (x - "+ 
+ (Y - +? > + -log e ,la que siempre se satisface si € > Ve , mien — 
tras si € < Ve la misma impone al punto (x,y) ser exterior al círculo que 
tiene centro en el punto + > E) y radio W og €  . Son seguramente ex- 
teriores a dicho círculo los puntos (x,y) que tienen del origen distancia mayor 
que + + W dl log € pudiendo entonces concluir que la afirmación hecha va 
le ciertamente con un 43  arbitrariosi € > Ve ycon 3= ye" V og E 


sie sSvVe. 


6 - Demostrar que no existen los límites 


sen? (x + y) x?2 


1 lim 5 0) lim 
We.) 00, 0) E 


E,y)=w 2, y2 


La función indicada en (1) está definida en todos los puntos del plano xy ,ex- 
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cluido el origen O . La no existencia del límite en consideración sigue, por e— 
jemplo, del hecho que en todo entorno de O existen puños (los situados sobre 
la recta x + y = 0) en los que la función vale cero, mientras que también existen 
puntos (los de la recta x-y=0 )enlos que la función vale nta? 
que, por ende, asume valores próximos a 2 


Análogamente para la (2) considerando, por ejemplo, los valores que la fun— 


ción asume sobre los ejes coordenados. 


7 - Considerada la función 


, 


x sy? 
que está definida en el conjunto E constituido por todo el 
plano xy privado del origen O , demostrar que no existe 


el z  (sobreE) ,a pesar de que sobre toda recta Y 


lim 
(X, y)=o(0, 0) 
que pase por el origen, tal límite exista y valga siempre ce- 


ro, 


Observemos, ante todo, queen E se tiene siempre a s 


xy2 1 
x2 4 yl 


puesto que ésta equivale a la (y2 -|x| Y > 0 ¡entonces el límite considerado 


no puede ser infinito. 


Obsérvese después que en todos los puntos (f 0) de la parábola y%=x o 
dela y2=-x 7 se tiene siempre 2-2 Lo 2-27] 
Puesto que las dos parábolas consideradas pasan por O , en todo entorno cir- 


cular de O caen infinitos puntos (x,y) en los que 2. e infinitos puntos 


en los que Z=- a Ésto prueba que no existe el límite considerado. 
Se tiene, en cambio, lim z -0 (sobre r ). Enefecto: esta relación 
(x, y) —(0, 0) 


es evidente si r coincide con el eje y ;si, encambio, r esotra recta que 
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pasa por O ,sela podrá representar con una ecuación del tipo y=mx ,por lo 


m?x 


2 
q.” Iz2| <m"|x] , y, por ende, ... 
x 


que sobre ella resulta z= 
1+m 


Resulta casi superfluo remarcar que no hay contradicción alguna encre las dos 
tesis de este ejercicio (una función puede no tener límite sobre un 
conjunto mientras que puede tenerlo sobre conjuntos conteni- 
dos en el precedente). 

8 - MINIMO Y MAXIMO LIMITE DE UNA FUNCION DE VARIAS 
VARIABLES. 

Los conceptos de mínimo y de máximo límite, ya introducidos para las suce- 
siones (Cap. IV, ej. 17) y para las funciones de una variable (Cap. V, ej. 20),pue 
den extenderse inmediatamente al caso de las funciones de varias variables, Dare- 
mos aquí algunas breves nociones dejando para el lector la tarea de completar su 
tratamiento. 

Sea f(P) una función definida en el conjunto E del espacio euclídeo S, (cu 
yo origen indicaremos con O )ysea X un punto de acumulación de E ,fi- 


y 
nito o al infinito. ) 


Para cualquier 3 > 0 llamaremos Ig al entor- 
no del punto X lugar de los puntos P que verifican la 

O <XP «s (sí X esfinito) ; OP>8Y$ (si X+0) , 
e indicamos con Eg la intersección ENIg¿  (queciertamente no es va-= 
cía) 

Se define, entonces, el mínimo limite de f(P) enel punto X, 

poniendo 

min lim £(P) = Limo [is ee» ] 


(*) Como en el caso de los conjuntos de una recta (cfr, "Lecciones", Cap. I, n% 4) decir que 
E admite X= como punto de acumulación equivale a decir que E es no acotado. 
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con la convención de que, si resulta siempre mi f(P) = - w , se debe interpre 
tar que también el límite indicado vale - wm . 

Se define el máximo límite de f(P) enel punto X , poniendo 


max lim f(P)= lim sup £(P) 
P—X 20 o 
convin'endo en que, toda vez que resulte siempre sup f(P)=+0w también el 
Es 
límite indicado debe considerarse igual a + 0 


Tras esto valen, (con algunos cambios sólo en las notaciones) todas las propie- 


dades expuestas en el ej. 20 del Cap. V. 


9 - Demostrar que se tiene 


4 2 
(1) mintim —*—Z=0 , max lim ES O 
bx, y)—(0,0) y2, y2 (x,y)=(0,0) x2, y2 
4 4 
(2) min lim > + max lim—*— =+0m  ; 
y) q yy ,y)—0 ¿2, ,2 
2 2 
(8) mintm —=--2, max lim == -L 


(e, y) (0,0) x2 4 yl (e, y) (0,0) x2 4 yt 


Nos limitaremos a demostrar las (2) y las (3) 
En lo que respecta a la primera de las (2) , debe probarse que, dado £ > 0, 


resulta definitivamente 


+». £ (4) 


KT oe. (5) 


En efecto: la (4) es cierta para todos los puntos P(x,y) (distintos del origen 


O ); además en todos los puntos P0 del eje y la función considerada vale 
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cero y entonces la (5) no puede valer definitivamente (es decir, para OP sufi- 
cientemente grande). 

En cuanto a la segunda de las (2) , debe demostrarse que, fijado arbitraria — 


mente un número real k nunca resulta definitivamente 


4 
5 A (6) 
x2 4 y 


Desde ya que la (6) es.evidente si k <0 ; supongamos, entonces, k>0 
En todos los puntos P(x,0) deleje x para los que resulta |x| > "ES ,se 


a 4 
tendrá. X= e >k yentonces la (6) no puede valer definitivamente. 
E 2 2 


x2 4 y 
2 
x 
Consideremos ahora las (3) . Poniendo z = 3 sb 7 yase ha visto en el ej. 
x2 + y 
7 que se tiene siempre - o <z< + resultando Z=- + (o también z= 


= + ) en todos los puntos, distintos del origen, de la parábola y? =Xx , (o 
también y =X ). Por lo tanto, de cualquier modo que se fije € > 0 ,setie 
ne siempre - ES -EXzZ< eN + E mientras que en cualquier entorno del ori- 


gen caen puntos donde z=- + y otros donde z= + ; no puede, entonces 


ser definitivamente ni z > -++ a <+ Sd: 


10 - FUNCIONES CONTINUAS (cfr. "Lecciones, Cap. XV, 19 5,6). 

Sea E un conjunto arbitrario del espacio euclídeo S,_ . Pa- 
ra todo punto P de Sp considérese la distancia S (P) de 
P al conjunto E Demostrar que 5(P) es una función con- 
tinua en todo el espacio Sr 

Lllegaremos a la tesis demostrando que para todo par de puntos P,P' de $S 
se tiene: 

| 8(2) - S(P) | < PP! (1) 


Puesto que ¿(P) es el extremo inferior de la distancia de P alos puntos 


QEE , fijado arbitrariamente € > 0 existe un punto Q¿ € E tal de te— 
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nerse 
PQ, < 5(PJ+e A (2) 
Por otra parte se tiene  5(P") < P'Q¿ < PP+PQ¿ y, enconsecuencia, 
porla (2),  $(P! <PPI+ $(P)+e€ , vale decir 
8(P") - S(P) < PPT+ € A (3) 
Repitiendo el razonamiento intercambiando el papel de los dos puntos P,P! se 
llega ala S(P) - 3(P1) < PPY+ € que, junto a la (3), proporciona 
| 5(P) - 5(P) | < PPI+ e. 
De aquí, por la arbitrariedad de € , sigue la (1) . Recuérdense los ejem = 


plos dados en los ej. 8,9 del Cap. XIV. 


11 - Demostrar que si dos conjuntos C,C' son cerrados, sin 
puntos comunes y uno al menos de ellos es acotado, la distan 
cia entre los mismos es positiva . , 

Esta propiedad ya ha sido demostrada en el ej. 25 del Cap. XIV; demos aquí 
otra demostración, apoyada en el ej. precedente y en el teorema de Weierstrass. 

Sea C acotado y P , un punto cualquiera del mismo. Puesto que P no 
pertenece a C' (cerrado), la distancia PC' es positiva y es una función con - 
tinua de P (ej. precedente). Cuando P varíaen C (cerrado y acotado) tal 
función tiene un mínimo positivo d (por el teorema de Weierstrass). 

Probaremos la tesis demostrando que CTC+=d ,oseaque d esel extremo 
inferior de la distancia PP! cuando el punto P varíaen C y el punto P! 
lo hace en C!' , Cualesquiera sean P, P! setiene PP >Pc' >d y con 
esto queda demostrada la primer propiedad del extremo inferior. Fijado € > 0 
existe un punto P¿ € C tal de tenerse P¿C'<d+ + ; existe después un 

í3 


punto Ph € C' parael que se tiene P¿ Pt < Bcn . Sigue 
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Pe Ph < d+ € yesto prueba que d verifica también la 2% propiedad. del 


extremo inferior. 


12 - COMPLEMENTOS AL TEOREMA DE WEIERSTRASS. 

Sean f(P) una función cualquiera definida en un conjunto E cerrado 
y acotado,y A, A sus extremos inferior y superior, respectivamente, en 
E (finitos o infinitos). 


Demostremos el siguiente teorema: 


I-Existe en E por lo menos un punto Py, tal que ,fijado 
arbitrariamente un entorno circular TY de Pp el extremo 
inferior de la f(P) en el conjunto ENT coincide siempre 


con el expremo inferior A de f(P) en todo E 

Un tal punto Pg recibe el nombre de punto de Weierstrass de la 
f(P) relativo al extremo inferior; análogamente se definen los puntos de 
Weierstrass relativos al extremo superior. 

El teor. I se demuestra fácilmente por el absurdo aplicando el lema de Heine — 
Pincherle - Borel (ver Cap. XIV, ej. 24) . Supongamos que no exista un punto Py 
de E que goce de la propiedad enunciada; en ese caso, a cada punto P de E 
se podría asociar un entorno circular Ap tal .que el extremo. inferior 
Mt, E NAp) dela f(P) en E NAp resulte mayor que A . La totali- 
dadde estos entornos circulares Ap recubriría E ,quees cerrado y acotado; 
por el citado teorema de Heine-Pincherle-Borel sería posible recubrir E con 


¿JA . Resultando, enton- 


un número finito de tales entornos A, ,Ap_,-+ 
PI" B3 


Pa 


ces, E=(E NAp,) vu (E NAp,) Vi UE NAp,) queda claro que en todo E 


la £(P) sería siempre mayor o igual que el menor de los números A(f, E NA)» 


Mi, E NAp,) A AE NAp,) , o sea siempre mayor o igual que un núme — 
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mayor que A no pudiendo, por lo tanto, su extremo inferior coincidir con- A . 
El teor. 1 queda así demostrado. 
De aquí puede seguir una simple demostración del teorema de Weierstrass. 
Demostremos, por ejemplo, que la f(P) supuesta continua en el con 


junto E cerrado y acotado admite, en él, mínimo absoluto, 


Sea Pg un punto de Weierstrass de la f(P) relativo al extremo superior ». 
Dos casos son posibles; Pp es punto aislado de E oes punto de acumulación. 
En el primer caso existe un entorno circular Y de P¿ que no contiene 0. 
tros puntos de E fuerade Pp ;por lo tanto el extremo inferior de f(P) en 
E NT coincide con 1-0) . Por otra parte, por definición de punto de Weier — 
strass tal extremo inferior debe también coincidir con A ;¡deahíque A es 


finito, —£(P¿) = A y P¿ es punto de mínimo absoluto. 


En el segundo caso, siendo f(P) continua en Po. dado £ > 0 se puede 


encontrar un entorno circular Y de Pp talque, en todo punto P de ENT 


resulte 
E(Po) - € < f(P) <T(Po)+ E - (y 
Puesto que Pp es punto de Weierstrass, el extremo inferior de f(P) en 


EN Y coincide con A yentonces, en virtud de la desigualdad de la izquierda 
de (1) , resulta A > f(Pp) - E ; por otra parte es también , evidentemente, 
A <tH(Po) . De las dos últimas desigualdades sigue, por la arbitrariedad de 
E£E>0 , A=f(Pg) y entonces, también en este caso, P( es punto de míni- 
mo absoluto. 
Análogamente se demuestra la existencia del máximo absoluto tomando en consi- 
deración un punto de Weierstrass relativo al extremo superior A y aprovechan- 


do la desigualdad de la derecha de (1). 
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13 - FUNCIONES SEMICONTINUAS Y EXTENSION DEL TEORE 
MA DE WEIERSTRASS. 

También para las funciones de varias variables f(P) se pueden extender los 
conceptos de función semicontinua inferiormente o superiormen 
te , ya establecidos para funciones de una variable (cfr. Cap. VII, ej. 17). Deja— 
mos al lector la fácil tarea de formularlos, y de extender, posteriormente, el te= 
orema de Weierstrass, siguiendo la misma línea del ej. recién citado y teniendo 


en cuenta el precedente ej, 12. 
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CAPITULO XVI 
Cálculo diferencial para las funciones 
de varias variables 


1 - DERIVACION PARCIAL (ver "Lecciones", Cap. XV, n% 1,2). 
Calcular las derivadas parciales primeras de las siguien - 


tes funciones 


A) z=arcg HF; 10) —=— 
y x2 4 y? 
(8) Z=sen (y logx) ; ES 
(6) 2=loBx y; 6) 2= Ny; 
(7) u=zarcsen 4 a (8) u= (e + y?+ 2 
m 2 
(9) u= (+ y? ji ; (10) u=xY 
Se obtendrá: 
dz y dz x 
dr ar 7-7 
dx x? 4 y? dy x2 4 y? 
em >. yw? -x2) E) 
Ñ y dy > 2 
dx qx? + y22 Y "(24 y?) 
e) 32, 2 cos(y lo x) 22 - cos(y log x) - logx ; 
7 Ex), ay. E Ex; 


Wa H-y0* E og 


5) dz ___logy dz - di 

Tx E y  ylogx 

dz x log tg y dz _ —. 1 
(6) be Vtey * x2 > ay ey x sen y Cos y 
m du + z 5 els peo arcsen — 

0% y ae A + eE dz 

(según sea y >0 o y<0 ) 

6) du_ Xx du_ y du E 

>> x2 4 y24 22 “Y x24 y24 22 E x24 y 4 2? 


e) Qu. A, Qu. 2 
2/2 d 2,2272 
E Aa zlogx , H-y. + y%logx- log y 


2 - Calcular las derivadas parciales primeras de la función 


u=x2y+ry2z+22x 


y verificar que se tiene 


Se AN 


En efecto; teniéndose 


du _ 2 du_ 2 du 2 
y Az Pr y +2yz , E Y +2xz , 
resultará 


+ + - xy sala dy + 22 + yz = (Xx + y + 2) 


3 - Calcular las derivadas parciales primeras de la función 


Ss 348 xy? y 


e +y 


y verificar que se tiene 
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dz dz _ 
y 0 


4 - Verificar que siendo z=log (e* +e%) se tendrá 


dz da _ 
xt ay-=1 
exy 
5 - Verificar que si z= —— será 
e + 0Y 
dz, 3z 
a e 
6 - Verificar que si z=x)'+* y , se tendrá 


x Hay Di y log) 02 


7 -Si u=f(x+ct)+g8 (x -ct) , donde f , g indican dos funcio- 
nes cualesquiera dotadas de derivadas segundas, resulta 
Pu 22% 
a 
ot dx 


8 - Calcular las derivadas parciales segundas de las siguien 


tes funciones 


£o,y) = 10807 + y) rare Lo, gate 
y verificar que se tiene 
2 2 2 2 2 
DEL, SB , IR, DE 
dae. ay dx? ay az 


2 


9 - Si z=senlog Y x“+ , verificar que se tiene 


Pe E 


dx? dy? x2 4 y2 


10 - Si u=f(x)+g(y) , donde f y g indican dos funciones do- 


tadas de derivada primera, verificar que se tiene 
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Pa 
axdy 


yt i 
11 - Verificar que si u=e se tiene 


; + 4¿2- 


(2uy?, (302, 202 u? du a, du “u 
= 3 LL 
dx dy 32 iy?) 3x2 09y2 322 ql4y2+ 22? 
12 - DIFERENCIAL TOTAL (ver "Lecciones", Cap. XV, n% 3). 
Dar la expresión del diferencial total para las siguientes 


funciones 


Q) 2= x? + y? 1] (2) z=arctg E ; 
(8) 2= y 120 ; (4) 2 = arcsen (xy) ; 
(6) u=sen Y ; (0) 1. —H— 
z A a 
y+z 


Utilizando la definición de diferencial total de una función, tras tener presente 


que 
3 Y 2d x a 2,,2 y 
LÑZMxiiy-—— o», HÑVx+y” =- 
2 Ez ay va 
se tendrá 
d a E A 
RA 


De modo análogo se encuentra que 
x dy - y dx 


2 


darctg L-- 7 
xo + y 


dr? -x2 9) = (y? e* - 2x0?) dx + (2ye* -x? eY) dy 


d arcsen (xy) = IEA : 
Vi-x2y 
xy 1 xy , 
d sen —77= 77008 —¿7 (y dx +x dy - ; 
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A A == [ yz +2? =>) dx+ 
eya? ley 2? 


+xzqa? + 22 - y2) dy + xy (02 + y2 -22) dz ] 


13 - El determinante 


7 X12 Xin 

X21 X22 F2n 
A= 

x 


nl ns + Fm 


es función de sus elementos Xx; -.Calcúlese el diferencial to 
tal del mismo. 


Desarrollando por los elementos de la h"% fila, puede escribirse: 


n 
A= PE Xhk * Xhk , 
k=1 
donde se ha indicado con Xhk al complemento algebraico del elemento Xhk 
No contenfendo xj, a ningún elemento de la fila 972 resultará 
La 
OS 
y, Por ende, 
A rl E 
dA=)2_ dXhk = : 
bl dl Oak hi ki ni 


14 - DERIVACION DE LAS FUNCIONES COMPUESTAS (véase"Lec 
ciones", Cap. XVI, n% 4), 


Verificar la regla de derivación de las funciones compues— 
tas en los siguientes casos: 


x=cCcOoS t 
A) 2=xY 


y=sent 
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ae 
2=x2-xy+y? , ig 
y = uv 
x=cosSt 
(3) u=arctg (xyz) , y = sent 
a=t 
x=c08St 
En efecto; si z=xY , con la regla de derivación de las funcio= 
y = sent 
nes compuestas nos da 
o O 
CA E E” 
=| yy - (sent + [27 > logx - cos t= 
X=C08 t xX=C08S t 
- y-sent, y=sen t 
= sen? t (cos t) 992 1, (cos 19580 +1. 108 cos t 


Al mismo resultado llegamos, lógicamente, si se sustituye previamente en Z= 


=xY la x por cost ,la y por sent , para luego derivar la función de 


t así obtenida; es decir 


+ (cos ae E (cos t) cos t log cos t - sen t 


sen t sent Z 
cos t 


t-1 
= (cos yen h log cos t - (cos y” - sen? t 


De modo totalmente análogo se procede a verificar lo obtenido para las otras 


dos funciones dadas. 


15 - Calcular las derivadas primeras de las siguientes fun - 


ciones compuestas: 


(1) a =x2 log y S donde x=sent , y=cost 
(2) 2=eY > donde x=t?2 y=8 


(8) z=log(yx + e donde x=sentt, y=cost+t ; 
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(4). 2= —— E donde x=" ES —— 


Se encuentra, respectivamente, 


a) = = sen t cos t (2 log cos t -tg2t) ; 
dz 2-43 . 
o Fate; 


dz 
(3) dt ; 
da 2-1 
dir ade 


16 - DERIVADA SEGUN UNA DIRECCION (ver "Lecciones", Cap,XVI, 
o 
n” 5). 


Calcular las derivadas de las siguientes funciones, en los 
puntos indicados y según las direcciones indicadas: 
(1) £(x, y) =x2 y + sen xy , en el punto 5) , según la dirección del eje n 
indicado en fig. 92 ; 


(2) f(x,y)= e y+ ey , enel punto (1,1) según la dirección del eje n' in- 


dicado en la fig. 92 


1 


Fig. 92 


Aplicando las fórmulas conocidas, se tendrá, en el caso (1): 


df 54 A 
rs A dE 


T 
+1, 1,3) > 
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x2 +x cos xy 


a 
=[2xy+y -—= 
[Perea] Po 


De modo análogo se encuentra en el caso (2) : 
df __3V3 +1+e(V3 +1 


dn' 2 
17 - Considerada la función u= YVx"+ , calcular la de- 
rivada de la misma según una dirección dada n , en un pun- 


to P(x,y,z) distinto del origen. 


x 


x2 + yz 


Se tiene de. =cos (xr) , donde r denota la recta OP, 


orientada desde O hacia P y, análogamente 7 =C08 (yr), q =C08 (Zr).. 
Sigue 
ES =C0s (xr) cos (xn) +cos (yr) cos (yn)+cos (zr)cos (2n) = cos (rn) . 


18 - DIFERENCIALES TOTALES SUCESIVOS (véase " Lecciones ' 
Cap. XVI, n? 6) 


Expresar el diferencial segundo y tercero de las siguientes 


funciones: 


(1) z=2x 0) (3) 2= 


a 2 A 
Teniéndose 422 =z, dx” +2 Lay Ox dy + 2yy dy? , y siendo para la (1): 


, a =-6y , resultará d (2x2 -y%-=4dx2-6ydy?. 


Para el diferencial tercero 7 Z= 2 dx? + 3 2 y dx? dy +3 2 y de dy? + 
+ Eyyy dy? , debido a que /'siempre para la (1)7: 2 = Lay = Zxyy = 0 . 


a . a. 
Zyyy 378, sigue d'z=-=5 dy 


Análogamente se encuentra para la (2) : 
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E 2 2,3 
Ae tx? adxdy ray), a Y (ax 3d ay +3dxdy” -dy), 
y, para la (3) : 

6.2 
dea bay, La: Ga ay 
x3 x? Xx Xx 


19.- SOBRE EL TEOREMA DE INVERTIBILIDAD DEL ORDEN 
DE DERIVACION PARCIAL. 


Como es sabido, tal teorema (de Schwarz) afirma que se tiene eS (Xo» Jo) = 
= E Ay Yo) en todo punto o» Yo) contenido en un campo A enelque f , 
Est Ey $ Lx se mantienen continuas (ver "Lecciones", Cap. XVI, n% 1). 


Demos ahora un ejemplo en donde no es aplicable este teorema, 


Consideremos la función f(x,y) definida, en todo el plano. xy , porla  si— 
guiente fórmula 
= y? sen EN si yH0 , 
£(x, y) 
=0 si y=0 
Tal función admite derivadas parciales primeras, dadas por las fórmulas 
=ycos $ y si yH0 =2y sen $--xcos E, si y 20 


LK, y) ; Ly5,y) 
» si y=0 =0 si y=0, 


las que son evidentes en el caso y 0 , mientras que cuando y=0 se prueban 


directamente, como sigue; 


£ 0) — 

LEA ISIOSO: im Ú=0 y 
Ay AX-0 AX Ax-0 

2 a 

y“sen ay 0 


£,(%, 0)= Lim 
A 


£y(x, 0)= Li 
yo Ay Ay =0 ay 


Vamos ahora a calcular las derivadas segundas mixtas Sy $ Ly enel punto 


(0, 0). Se tendrá 


0 
£,(0, A y)-E(0, 0 Ay 008 -0 
m lo Ad le y OLE S ti PIENE EE a 
Ay-0 


(0,0)= Li 
£xy(0, 0) Ay-0 Ay Ay-0 Ay 
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£_(0,0)= 11 fy(Ax, 0)-£y(0, 0) ui 0-0 1 oso 
,0)= lim = lim ——=lim 0= 
yal Ax—0 Dx Ax=0 AX Ax-0 


Se ve, entonces, que no se cumple que £iy0, 0) sea igual a Lyx 0, 0) ; pero 
esto no 'está en contradicción con el teorema de Schwarz puesto que, como vere — 
mos a continuación, no existe entorno alguno de (0,0) en el que la ty se man- 


tenga continua. En efecto; cualquiera sea el punto (x,0) , con xZ0 ,la  f 


Y 
no es continua en tal punto porque el incremento 
x+Ax x+Ax 
ye +AX, Ay)-£,, 0) = 2 Ay sen my 7 (x +Ax) cos ar 


no tiende a cero, para V Ax? +Ay2 —0 ; más aún, no tiende a ningún límite 
X+AXxX 4, 
porque se comporta como -x cos Na que tiene como mínimo límite -|x| 
y máximo límite | x | . Obsérvese que, en cambio, la f, es continua en el 
punto (0, 0) 
20 - SOBRE EL TEOREMA DEL DIFERENCIAL TOTAL; FUN - 
CIONES DIFERENCIABLES. 
En "Lecciones", Cap. XVI, n* 3 ha sido demostrado el teorema del diferencial 


total que se enuncia: si en un campo A la función 1, Hors Xp) es conti - 


nua junto cón sus derivadas parciales primeras, entonces, para toda r-pla de 


incrementos AX,, AXo, ..., AXp dados, sobre A , alas coordenadas Xi» 
X2 -»»» Xp , Puede escribirse 
Af=d+o(p) , (parao —0) , (1) 


habiendo indicado con pa V Ax? huso Ax? 


Hagamos ver que, si no se verifican las hipótesis de continuidad antes enuncia— 
das, la (1) puede no ser cierta . Consideremos la función 


=- para x2+y2>0 . 


£(x, y) 2) 
=0 para x=y=0 
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Se ve inmediatamente que, en el punto (0,0) , la misma admite las dos deri- 
vadas parciales y que resulta  f,(0,0) = £y(0, 0)=0  . Por lo tanto, a partir de 


tal punto (0,0) , se tiene 


Af=1(Ax, Ay) -£(0,0) = 2% 4Y_ 


Y Ax? + ay? 
= Ay=0 
df = £,(0, 0) Ax +1,(0, 0) Ay á 
y, en consecuencia, 
Af-ar- LX-Ay 


Es fácil hacer ver que esta última cantidad no es un infinitésimo de orden supe- 


riora 9, vale decir, que el cociente EA = Ar-Ay no tiende ace 


dy 


ro para 9 -= 0 
En efecto; pasando a coordenadas polares (Ax= g cos 0, Ay= g sen 8) tal 


cociente resulta igual a cos 6 sen 0 = F sen 28 yno tiende a ningún límite pa- 


rao— 0 (tiene mínimo límite -+ y máximo límite + ). Entonces, en 


el caso en examen, la (1) no es cierta; pero esto no contradice el teorema demos 
trado en "Lecciones", puesto que se ve inmediatamente que la f es continua en 


el punto (0,0) , sin que lo sean las dos derivadas parciales £ 7 t, . Se en— 
cuentra, en efecto, 
3 
y A para x2+y2>0 ;. 
(2 + y2)72 


E) 
=0 a para x=y=0 
E 
= £ EZ y para *2+y>0 S 
(+ y) 
Ly, y) 
=0 i para x=y=0 


y, pasando a coordenadas polares, 


" 
w 
fa] 
5 
eo 
o 


para 9 >0 = cos? 9 , Para Q >0 
=0 , Para 9 =0 =0 , Para p =0 
de modo que resulta claro, para p — 0 ,quelas fi, ty no tienden a cero 
(cada una tiene mínimo límite -1 y máximo límite 1). 
Esto ño quita que la (1) pueda demostrarse bajo hipótesis menos restrictivas 


que las usadas en "Lecciones". Respecto de esto deseamos señalar que muchos au 


tores plantean la cuestión en los siguientes términos: 


Una función f(X], X2, .-., Xr) se dice  diferenciable en un punto 
e A za ..., X£) del campo A donde está definida, cuando se pueden deter- 
minar r números pj, Pa, ..., Pp , que dependen solamente de la función f 


y del punto PQ¿ considerado, tales que, para toda r-pla de incrementos Axj, 
AXo, +.» AXp dados (sobre A )alas coordenadas de P, , se tenga 

Af=P, AX, +P2AX,+-... +P,Ax,+0(9) - (para p —0). (3) 

Es evidente que si esto sucede, la f resulta continua en el punto P, y admi- 


te en él derivadas parciales respecto de X,, Xy, ...» Xp >, iguales a Py, Pa, + 


.., Pp , respectivamente, de modo que resulta dí = Py AX, +P94X3+ 00... 
«+ «+FPp AX, yla (3) se reduce a la (1) . En otros términos; introduciendo el 
concepto de función diferenciable, la (1) se pone como definición de di - 
ferencial, a considerarse solamente para tales funciones. 

Desde ese punto de vista, para la función (2) , no diferenciable en el punto (0,0) 
no se debería hablar de diferencial en tal punto. 

Podemos entonces enunciar: si en un punto una función es diferenciable, será 
continua en tal punto y admitirá en él derivadas parciales primeras; pero, en gene- 


ral, no es cierto el viceversa e) 


(*) A menos que se trate de funciones de una variable para las que el concepto de función deri 
vable y de función diferenciable coinciden, ya que en ese caso (ver "Lecciones", Cap. VII, n9 
3) la (1) es consecuencia solamente de la existencia de la derivada en el punto considerado, 
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21 - FORMULA DE TAYLOR (ver "Lecciones", Cap. XVI, n% 7). 
Escribir la fórmula de Taylor, hasta los términos de 2% or 


den, para las siguientes funciones: 


(1) K(x, y) = arctg Y con el punto inicial (1,1) , 
ger 


y hasta los términos de orden para esta otra 


(2)  £(x,y)= e* cos y con el punto inicial (0,0) 

La función (1) tiene, como puntos singulares, todos los de la recta x=0 .Co- 
mo el punto inicial elegido pertenece al semiplano x >0 , la fórmula de Tay- 
lor buscada podrá escribirse para todos los puntos (x,y) de tal semiplano. Se 


tiene f(1,1) = A y, pasando a calcular las derivadas. parciales del 1% y del 2% 


4 


orden, se encuentra 


y 1 1 
f =- y L = y, por ende, f (1,1)=->5 , f (1,1)= + 
a y24x2 y x2+y2 e 2 y za 
además, se tiene 
£ 2xy E y? _- _Ay 
7 2 ú 
(x2+ y?) e2+y2? 2 4y2)? 
y entonces 
tr (1,1)= + fgy(l, 1) = 0 tua, 1)=-L 
xxl 1) = 57 >, Liyl, »  Íyy(,1)= --3 


Entonces, la fórmula en cuestión se escribe 
Y _£ di l E 2 1 2 
arctg y = q + [ 3 Ml) w-1] +ar [+ (1) - 3 (y-1) ] + Rg= 


-E-[0-9-0-0] +H [00-60-17] +2, 


Para tener la expresión de Ry , calculemos las derivadas parciales del se 
orden, 
2y(y? - 3x2) 2x(x2 - 3y2) 
Lo = —_—_—— . A , 
2,35 2 
(+ yo) 0 + yo) 
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Er HOM E - 2x6? -x% 
yy 3 > Y3Y- + 3 
e? + y (+ y) 


entonces, indicando con (E,n ) un oportuno punto interior al segmento que une 
los dos puntos (1,1) , (x,y) /Zesdecir, E =1+8(x-1) , n= 1+0(y-1); 


con un cierto” 0 < 8 <1 77, puede escribirse: 


2 2, 2 2, 
Se AE pra ELO ct a] 

“Ll (629 (62+73 

2n 852-n? 2 25(392- 8? 3 
432n. 65 22) any y), 2583 29 yaj]- 

(52+ 93 (5%+7 
1 2 2 
ht | na? 35% 0 [0-17 30-17 ] - 
(5% 9% 


P - 5052-29) 0-1 [0-0 -20-1) ] 
Procediendo análogamente para la (2) , se llega a la fórmula, válida para to= 
do punto  (x,y) del plano : 
cos y=1+x+ Ll y) + 0d 397) + Ra . 
con 


¿Ox 
24 


R¿= [ 06 -6x? y? y!) cos(oy) -4 xy (x2 -y?) sen (9y) ]. (0<8<1. 
22 - Escribir las fórmulas de Mac Laurin, de cualquier or- 


den, para las siguientes funciones: 


(1) xy? +cos (xy) ; a e 


Se puede proceder como en el ejercicio precedente; pero se llega más rápida — 
mente a nuestro objeto observando que la (1) es suma del polinomio de 3%" gra— 


do xy? y de la función cos (xy) que depende unívocamente de la variable t= 
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=xy 


Como se tiene (ver Cap. X, ej. 101): 


Mr - cos (81) , (0<0<1). 


(n)! (2n+2) 
se llega de inmediato a que la fórmula buscada es 


1 1 el 
xy 2 e cos(xy)= 1+xy ES +—xt y -— 40 ye mm, 


m 6! (em)! 


1 
A +2 m2 

+ ———x y 
(2n +2)! 


cos (8 xy) 


Análogamente, para la (2) se encuentra 


2,2 n n+1,n+1 
A. SE A 
2 n! (0+1)! 


23 - FUNCIONES HOMOGENEAS (ver "Lecciones", Cap. XV, n%8). 


Hacer ver que las siguientes funciones: 


WM) yx? +xy V xy ; (2) Nx arcsen É- 


e E log x - log y N “4 V y A 
2 2 d 2 . 
y x z 


son homogéneas; determinar el grado de homogeneidad y ve - 
rificar el teorema de Euler. 
Los grados de homogeneidad son 3 , 1, -2 y Bra , respectivamente. 


Consideremos, por ejemplo, la función f(x, y) definida por la (3) ; se tiene 


y, 


£(tx, ty)= 1_ , log(tx) - log(ty) e os ae led 


2y2 2,2 2 Ll y2 E 


de modo que la función es homogénea de grado  -2 


Se tiene, después, 
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o 1 - 2 (log x - log y) _Íl 
x d x2 y 
y entonces se verifica de inmediato que se tiene Xx £ +y 5 =- 2 


24 - Examinar qué representan, en coordenadas cartesianas 


ortogonales x,y las siguientes ecuaciones: 


-. 
a 7 + 0 


x+y 
x+ 

e sn =0 ; 
x -y 


e Vxt+y -2 xy =0  . 

Obsérvese que los primeros miembros de estas ecuaciones son funciones homo= 
géneas, con los grados 0 , 0 y 1 , respectivamente. Es sabido a través 
de la Geometría analítica que una ecuación del tipo 

f(x, y) = 0 , (4) 
con f función homogénea, de grado arbitrario a , representa un conjunto de 
rectas que contienen el origen e) . Por otra parte esto mismo sigue de observar 
que si en la (4) se pone y=mx seobtiene f(x,mx)=0 ,osea x % £(1, m)= 
=0. , de modo que la curva (4) viene a contener la recta y=mx cuando m 
es raíz de la ecuación f(1,m)=0 (se examinará después, aparte, si contiene o 
no la recta x=0 ). 

Por ejemplo, la (1) no queda satisfecha cuando en ella se ponga x=0 ;po= 
niendo, en cambio, y=mx se obtiene la ecuación en m : 


arde 
e 


(5) 


(*) Recordemos que, en el espacio xyz , una ecuación f(x,y,z)=0 ,con 1 homogénea, 
representa un conc con vértice en el origen. 3 


€xÑ AA YY 
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Para resolverla conviene introducir la incógnita auxiliar t= E Y=-, ide 
donde, m= c+ ; la (5) se reduce a la él =t-3 que se puede resolver 
gráficamente dibujando en un plano (t,u) la curva exponencial u= st y la rec 


ta u= 


-3. 
Se ve inmediatamente que hay una sola raíz t, próximaa 3 (t, 3,05). 


Concluimos, entonces, que la (1) representa una sola recta, pasante por el 


A 


orígen, y tal que su coeficiente angular sea m = a 0, 024, 
o 7 
Análogamente se encuentra que la (2) representa las infinitas rectas que pasan 
por el origen con los coeficientes angulares m = _— (k entero positivo , 
+ 


negativo o nulo) 


La (3) representa dos rectas, con m= 2 3 


25 - CAMBIO DE VARIABLES . 
Sea dada una función f(x, Xo, «». Xp) delas variables Xz, Xp, ... Xp + Si 


se introducen r nuevas variables Y Y2 Y ligadas a las precedentes 


por relaciones del tipo 


X1= P1 01 Y2 +0» Y) , 
X2= Pa» Ya» ->-» Yp) , 
a) 
A) 
donde Py, Pa ---» Py Son funciones dadas, se presenta con frecuencia en 


las aplicaciones el problema de expresar las derivadas parciales del 1, 2% ss 


- Orden de la f respecto delas X,, Xp, ..., X, Por medio de las análogas 
derivadas de la f respecto de las y, Y2, ..., Xp - Comoveremos, esto es 
posible si se mantiene el punto (y, Ya, .-., Nr) en un campo de Ss. , en el 


que el determinante (llamado determinante jacobiano de las funciones, py; 
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respecto de las variables Jh ): 


31 op, dp 
dy, da Y 
dp da da e 
Y 9Ya dr 
Te 
IP dPp Pr 
a e AS 


sea siempre distinto de cero. 
Observemos, en efecto, que en virtud de la regla de derivación de las funciones 


compuestas, puede escribirse 


... e 
E 0-12.” , 0) 


son funciones conocidas, deducidas de la (1) con las reglas 


de derivación ordinarias, y que se tendrá con las (3) un sistema de r ecuacio- 
df > 


nes lineales en las r incógnitas a” A, e , Cierta— 
mente resoluble de modo único gracias a la hipótesis JZ 0 
Una vez resuelto se encontrarán fórmulas del tipo 
am EN 
Em Alo 0 E A (4) 
donde las a ih Sn funciones conocidas de las Yi Ya --*» Y (son los  ele- 


mentos del determinante recíproco de J >). Las (4) resuelven el problema pues 
to, en lo referente a las derivadas primeras. 
Es ahora bien fácil, una vez calculadas las a h >» resolver el mismo proble— 


ma para las derivadas segundas, terceras, etc. De (4) se obtiene, por comenzar, 


2 r 
2 
== 20 Loy 
Xx x; 9x; hi 9Yh 
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pero para calcular estas ultimas derivadas se puede aplicar la misma (4) escri- 


r 
biendo) A jp 
h=1 


dice k para la suma del segundo miembro; de tal manera se encuentra 


en lugar de f x en lugar de x¡ y usando otro ín 


5 r r 
A 
dx; dx; k=1 Yk h=1 Yh 
r 
aer di _ar 
=> ay 2 (a Tk ) 
[ras h= dyh 9 Yk 9Yh 


y, por último, 


925 az 221 E E dan af 
SI E J>H]áE, 6 
ox pr "amar e 2 AY Y 


(i,j=1,2, ..., 1) 


Obsérvese que, intercambiando los índices i, j puede también escribirse 


225 LL z 321 E E dajh af E 

DD y 6 
k ik 

9x, 0%;  haT leal 5 dE 87 = Y Y 


de modo que deben subsistir las r identidades 
E da; _ jp 


57 e A Ea == a PA 


k=1 


que pueden ser útiles para controlar los cálculos realizados y para efectuar sim, — 


plificaciones. 
Sobre las (5) , (51) puede repetirse el procedimiento y llegar / teniendo siem- 


pre en cuenta las (4) / a la expresión de las derivadas terceras, y así sucesiva- 


mente. 


26 - Dada una función f(x,y) de dos variables se designan co- 


mo parámetros diferenciales (primero y segundo) de la mis - 
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ma a las expresiones 
ar af a 22 

AL 30 E E 
Lo eS 9d. a 


Expresar Ajf Es Af por medio de las coordenadas pola- 
res del plano. 


Las fórmulas de transformación son x= Pp cos Pp , 


y= psen«p y, pro- 
cediendo como en el ejercicio precedente, se tiene 


a a 


= == COS a Els at 
39 "ax sr id E 


df 
34 ax p sen + dy p cos p ó 


de donde, resolviendo respecto de 2s ' ed 
dx dy 
df df _senp _3f af d cosp _3f 
— = —- — = 1 
ma cos p > 7 p* ay sen p 3 + ? 3 a) 


Tras esto es bien fácil obtener 


2 2 
Art= (SL) 1 (0f 


ire) 
9 
2 
Para tener Az f es necesario todavía procurarse las expresiones de 9 : Wi 
22; S 
ay? 


Siempre siguiendo el método general del ej. precedente, de las (1) se obtienen: 


ar 3 df _senp _3f ar_ a df, cosp _2f 
— = — (008 —— = A AA A) 
A dy dy y pp 2. 
y, aplicando todavía las (1) 7 

2 

2 cosp (008 p 2 - sen. 21, snp. Bop E mz 2% , 
a A E MU A E 

2 3 

o Dr E 

dy? a 


df cosp oí 
) — (sen p —+ ) 
? A A ep 


o sea, tras haber realizado los cálculos, 
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BL cogtp AL 2eosp sony AL, sen ME, 
ae ap? ? dp 2 ap? 
, sen 3, 2cospsenp 3 
? a Pp 
JE dp e ¿2 cospeenp a £, cos 2 é, 
dy E 
4 costp 0 _2cos p snp _2l 
p PAP 


Se llega, entonces, a 


día Pro 1 0rsos1sar 


a 


27 - Para una función f(x,y,z) de tres variables, los paráme- 
tros diferenciales primero y segundo son 
2 
a 2 2 


- (dl at A 
At AA A aa 


Expresar A,f , Af por medio de las coordenadas pola— 
res del espacio, 
Las fórmulas de transformación son x= y sen 8 cos p » Y= psen dsp, 


cos € y, procediendo como en el ejercicio precedente, se llega tras un 
1] 


cálculo laborioso) a encontrar 


are. 1 ¡042 1 212 
A Cr (IA E , 
4 9 pa 99 p? sen? e dp 
2 2 2 
gaita alli0os 1 3% 2 231 coge af 


$e >? ep? 2 sen? a e EN p? as 


28 - Determinar todas las funciones u(x,y) que verifican la e 


cuación 
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a e ata ; a 
dx ayE” Ny 
Introdúzcanse dos nuevas variables E, T poniendo x=E+N , y=5E-= 
- n  . Siguiendo el procedimiento del ej. 25 se encuentra 
du_ du du du_ du du 
A AS 
3 x y: on x y 
y, Por ende, 
du_1,3u, du du 191 20 
ax 2 (dt) + “dy 2 (ag an 
Sigue 
Pu 1280, da 1% ,0%u 2 
dx? 2 3x 0 dm 4 9 asno 
du 1 3 du du 1 3% a, Lu, 
dy 2 dy dE 0n 4 ag? dE3n an? 
de donde la ecuación (1) se transforma en la 
uy 
35% 
De esta sigue que la 7 debe ser constante respecto de y , es decir, u- 


na función solamente de E Queda así claro que u debe ser suma de una fun 


ción de la única variable E y de una función solamente de la variable ny  ,va- 
le decir, 

u=p(8)+ y(n) » 
con p , Y, arbitrarias (derivables). Se concluye que la totalidad de (y so- 


lamente) las soluciones de (1) está dada por u= E +y () , 0Sse- 
a, con un leve cambio de notación: 


u= b(x+y)+ y -y) a 
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donde $ , y  sonfunciones derivables arbitrarias, 
29 - SUPERFICIES REGULARES; PLANO TANGENTE (ver "Lec — 
ciones", Cap. XVI, n% 10, 11) 
Examinar si las siguientes ecuaciones paramétricas 
x=u+v 5 y=u-v É Z=uv 7 a) 
cuando el punto (uv) varía en todo el plano, representan u- 
na superficie regular. 

Escribir la ecuación del plano tangente en un punto genéri- 
co de la superficie; estudiar las líneas coordenadas u=cte , 
v=cte , sobre la misma. 

Las funciones (1) son continuas junto con sus derivadas parciales primeras, Su 
matriz jacobiana se escribe 

1 £ v 
1 Y u 
y los tres menores en ella contenidos son 


L=u+v M=u+v , N=-2 


y no pueden jamás ser simultáneamente nulos pues resulta NZ0 ,Noes posi — 
ble que dos puntos distintos (u,v) ,  (u',v') nos lleven al mismo punto (x, y, z) 
de la suverficie, pues de las relaciones 

ur+vi=u+v » ul -y!=u-v utv!=uv 


sigue (sumando y restando miembro a miembro las dos primeras) u'=u , v'= 
=v . De aquí que las (1) representen una superficie regular . S 
El plano tangente en un punto genérico de S resulta tener la ecuación 
(u+v) [x-(u+v) ] +u+v) [ y —(u -v) ] -2(2 -uv) = 0 A 
vale decir, 


(U + y) x - (u -v)y -2z2-2uv=0 
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Las líneas coordenadas u=cte son rectas representables por la ecua — 


ción x-u= =u)= E y Otro tanto puede decirse para las v=cte. ,pa— 
u 


ra las que se pueden adoptar las ecuaciones X-V=y+V= e 


Se puede también fácilmente calcular el ángulo (w» formado por las dos líneas 


coordenadas (pectas) que pasan por un punto genérico (u,v)de S . En efec- 


to; se tiene E=2+y? , F=uv, G=2+u2 y, por ende, cos w = 


La superficie considerada es un paraboloide hiperbólico , de ecua — 


ción x2-y2=4z , 


30 - Resolver las mismas cuestiones planteadas en el ej.pre 
cedente, para las superficies representadas por las siguien- 
tes ecuaciones: 


X = sen u - v cos u 


% y=co0su+vsenu ; (1) 
2=v 
x= v(1 -u2) 
4 y=2uv ; (2) 
z = v(1 +u2) 
X =u cos y 
4 y=usenv ; (3) 
L z=kv 
Xx = r (cos v -u sen v) 
y = r (sen v + u cos v) 5 (4) 


z=k (u + v) 
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Para la (1) se tiene L=-senu+vcosu , M=-cosu-vsenu , N= 
=w , L2+m2+N2-1+2v2>0 y la correspondencia biunívoca entre — los 
puntos (x,y,z) de la superficie y los pares (u,v) si se supone, por ejemplo , 


0gu<2x1 , v cualquiera, 


El plano tangente tiene ecuación (sen u - v cos u) x + (cos u + v sen u) y -vz- 


-1=0 ,Laslíneas u=cte sonlas rectas %-S0MU-Y-008U _7 . las 
os u sen u 

x24y2=1+v2 

v=cte. los círculos . La superficie considerada es el hi - 
z=v E 

perboloide de una hoja de ecuación x2+y?-22=1 

2 2 
Para la (2) se tiene L=2v(1-u) , M=4uv , =2v (L+u) , 


L2+mM2+N?=8 y? (+ y , de donde, para la regularidad, debe suponerse 
vo 

Las (2) representan dos superficies regulares: una, se obtiene para v >0 y 
cualquier u ,laotrapara v< 0 ycualquier u . Nótese que para v= 0 


las (2) dan, cualquiera sea u solamente el punto x=y=zZ=0 ,quees en- 


tonces un punto singular de la superficie; por otra parte se ve fácilmente que la su 
perficie en cuestión no es sino el cono de ecuación + y? -22=0 y que el ci - 


tado punto singular es el vértice del cono. Las líneas u=cte, sonlas rectas 


(generatrices del cono) ;las v=cte. pueden repre — 


y2+2v (x -2)=0 
sentarse con las ecuaciones y se reconoce que son pará 
X+z= y 


bolas. El plano tangente en un punto genérico (u,v) con vk0 tiene  ecua- 
ción (1-u2)x+2uy-(1+u2)z=0 resultando por tanto tangente a lo largo 
de toda la generatriz u=cte. que pasa por el punto considerado. 

Para la (3) se tiene L2+M2%+N2=k2+u2> 0 ;el plano tangente tiene e- 


cuación Xx sen v - y cos y + 2 -uv=0 . Las líneas u=cte. son hélices 
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circulares , las v=cte. son rectas ;las líneas coordenadas se cor- 
tan según un ángulo recto (resulta F=0 ). La superficie considerada es el de- 
nominado conoide a plano director o, que puede representarse con la 
ú ón L-tg E 

única ecuación e tg k 


2.2 (2+1? y, para la regularidad, 


Para la (4) se tiene p? + mM +N2= E 
es necesario suponer u*Z0 . Para u=0 se obtiene la hélice circular x = 
=r,cosv , y=rsenv , z=kv que indicaremos con E Las líneas 
v=cte, son rectas y se ve fácilmente que no son sino las tangentes a la hélice 
E ; se trata, entonces, del helicoide desarrollable . La ecuación del 
plano tangente es Xx sen y - y Cos v+ ES z-rv=0 ;tal plano resulta entonces 
tangente en todos los puntos de la recta v = cte. Las líneas u=cte, son héli- 
ces circulares. 
31,- MAXIMOS Y MINIMOS DE LAS FUNCIONES DE VARIAS 

VARIABLES (ver "Lecciones", Cap. XVI, n% 12, 13). 

Estudiar los puntos de máximo o de mínimo relativo de la 

función 
1x,y) = xy (x+y-2) 5 

determinar el máximo y el mínimo absoluto de la f(x,y) en el 


triángulo T que tiene por vértices el origen y los puntos 


A(1,0) , B(0,2) 
Se tiene f,=y(4x+y-2) , fy= 2x (x+y -1) y se ve de inmediato que, re 
sulta f, = y > O enlos cuatro puntos extremales (0,0) , (1,0) , (0, 2) 
SE é = = = = 
( 3» 37) . Se tiene, después, fiz=4y , Ly 7 2(2x+y-1) , yy 2x y 
por ende, el hessiano tiene la expresión H(x, y) = 8 xy - 4 (2x + y - 1 . Sigue 


H(0,0)=-4 , H(L,0)=4 , H(0,2=4 , HI, =$ ;porlo tanto 


También denominado helicoide conoide recto. 
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los puntos (0,0) ., (1,0) , (0,2) no son ni de máximo ni de mínimo relati- 
A 4 Ze 8 ds da 

vomientras que, siendo f,, (5 q q O ,el punto 3 resulta de 

mínimo relativo . En este último punto la función asume el valor - a 

Se reconoce después sin dificultad que el punto extremal E 4 2 es el úni- 

co que cae en el interior del triángulo T yque sobre la frontera de Tse tie- 


ne siempre f=0 Se deduce así que, en T ,el máximo absoluto de la 


f(x,y) esiguala 0 yque el mínimo absoluto es - + 


32 - Estudiar los puntos de máximo o de mínimo relativo de 


la función 
xy 
02 + y20 


1(x, y) = 


determinar el máximo y el mínimo absoluto de la f(x,y) enla 
corona circular C que tiene centro en el origen y radios r, 
R (con 0<r<R ). 

Se puede proceder con el método usado en el ej. precedente; pero es mejor ob= 
servar que en coordenadas polares >. se tiene f= e de lo que si 
gue casi inmediatamente que la f no admite puntos de máximo o de mínimo re— 
lativo. En efecto; a lo largo de cada semirecta con $ =cte. , en que sea 
sen2p /0 ,la f es función monótona de ? ; además, en cada punto P 
donde sea sen2p=0 (osea p =0, L , a 22 la £ vale 

P as 5. 
cero y, al ir a calcularla en los puntos Q- de la circunferencia pos cte. que 
pasa por P , seve que cambia de signo cuando Q pasa por P. 
sen 2p 
2 


De la misma expresión f= se ve después que en C el mínimo ab- 


soluto es - d, y el máximo absoluto es 2 
r E 


33 - Estudiar los puntos de máximo o de mínimo relativo de 
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la función 
tec, y) =x4+ 6x2 y2+ yl - 32 (x2 + y?) 
Determinar el mínimo y el máximo absoluto de la f(x, y) en 
el círculo C que tiene el centro en el origen y radio 3 


Se tieng f¿=4x (2+3y2-16) , ty = 4y (2x2 + y? - 16) y el sistema de 


ecuaciones fy = 0 tiene las nueve soluciones (0,0) , (0,4) , (0,4), 


(4,0) , (4,0), (2,2) , (2,-2) , (-2,2) , (-2,-2) . Sucesivamente se en — 
cuentra Lx = 408x243 y?-16) » ly xy, fyy = 4032 +3 y? -16) y, 
para el hessiano, 

H(x, y) = 16 [ (3x2 +3 y? -16) -36x2 y2 ] 

Puesto que en el punto extremal (0,0) resulta H=4096 , fix == 64 , tal 
punto es de máximo relativo. En los puntos (0,4) , (24,0) resulta, en cam— 
bio, H=16384 , f,,=128 por lo que esos cuatro puntos son de mínimo rela- 
tivo. 

Por último, en los puntos (+2,+2) se tiene H=-8192 y por ende se trata 
de puntos que no son ni de máximo ni de mínimo relativo. 

Para determinar el máximo y el mínimo absoluto de la f(x,y) en C (de los 
que se puede a priori afirmar la existencia) observamos ante todo que, de los nue- 
ve puntos extremales antes determinados, solamente (0,0) , (2, 22) caen en 
el interior de C ; pero basta tomar en consideración el primero, porque los o-= 
tros, no siendo ni de mínimo ni de máximo relativo no pueden ser de mínimo nimá 


ximo absoluto. En el punto (0,0) , que sí debe considerarse, se tiene f(0, 0) = 


=0 
Es necesario después estudiar la f sobre la trontera de C , la que puede 
representarse con las ecuaciones paramétricas x=3c08 Pp , y= 3 sen p 5 


por lo que, sobre FC se tiene f=81 (cost +6 cos? p sen? + sentp) _ 
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- 288 = 81 sen? 2(p- 207 
Sigué, inmediatamente, que sobre FC la f tiene elmínimo -207 (cuan- 
do sen2p=0 ,osea PO A 1, Z ) y el máximo -126 
(cuando sen? 2p=1) 
La conclusión es, entonces, que en C el mínimo absoluto de la f esigual a 


- 207 /valor asumido en los cuatro puntos (£3,0) , (0,%3) de la frontera 7 y 


el máximo absoluto es igual a cero / valor asumido en el punto interior (0,0) 7. 


34 - Estudiar los puntos de máximo o de minimo relativo de 
la función 

ty) Ia, 
y determinar el mínimo y el máximo absoluto en el cuadrado 
Q definido por 0<x<1 , 0<y<1l 


< 
Se tiene f¿=2x+1)f , t =2k (y -1)f y, en consecuencia, un solo pun= 
to extremal , (-1,1) . En ese punto resulta H=4k , La =2 yentonces, si 
k >0 , tal punto será de mínimo relativo; si k < 0 noes ni de máximo ni de 
mínimo relativo. 
En el interior de Q no caen puntos extremales y entonces, tanto el máximo co 


mo el mínimo absoluto que se buscan, estarán sobre la frontera de Q ,que se 


compone de cuatro segmentos 


sobre los que se tiene 


£= eb1)% Ñ 1 ey 1)? 


1 eb? 


respectivamente. 
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Cada una de estas funciones es creciente o decreciente en el correspondiente in- 
tervalo asumiendo por lo tanto el mínimo y el máximo valor en los puntos extre — 
mos de tal intervalo. Deben entonces tomarse en consideración solamente los cua- 
tro valores asumidos por f enlos vértices de Q , vale decir, 


£(0, 0) = el*k £a,0)= ek, -faji)=et , £(0,1)=e 


Entonces, si k >0 , el máximo absoluto es f(1,0) y el mínimo absoluto 


£(0,1) ;si k< 0 elmáximoes f(1,1) y el mínimo f(0, 0). 


35 - Estudiar los puntos de máximo o de mínimo relativo de 


la función 


2 


ty =+5x2y+7xy2+5x2+14xy o, 


y determinar el mínimo y el máximo absoluto en el dominio 


E limitado por la elipse de ecuación x2+5xy+7y2- 
Se tiene 

£,¿=3x2+10xy+7y2+10x+14y , xx Lay 1), 
Lx ABX+5Y ES), fay= 2MExX+T7Y +7), fyy=14x , 


H=28x(3x+5y+5)-4(5x+7y+ 7% 
Se encuentran los cuatro puntos extremales (0,0) , (0,-2) , E rd + Ys 


( + ¿ + ) ;enlos primeros dos resulta H=-196 yentonces no son puntos 


ni de máximo ni de mínimo relativo; en el tercero se encuentra H=196 , f,,= 
34 

A lo que este punto es de mínimo relativo; en el cuarto resulta H=196, 

Lx = eS tratándose, entonces, de un punto de máximo relativo. 


Unicamente el punto extremal (0,0) cae en el interior del dominio E , $0- 


bre la frontera del cual, representable con las ecuaciones paramétricas x= 


= q cost > y == y costa sent , Se tiene 


_ 98 
1 = fx cos t (2 sent +1) 
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La derivada de esta función de t vale EE (2 cos 2t - sent) = 
a E (t sen? t + sen t - 2) la que se anula para sen t= + V3 -1 o 
para sent=- = Vaz +1) , valores a los que corresponden cuatro puntos 
del intervalo [ 0,211 ] enlos que resulta cos t= t+ 15+ Vos otam- 


bién cost= 1 15 33 . En dichos cuatro puntos la f asume los valo - 


res 1 £ Viss +22 V33 , 7 2 Vas - 22 (33 , por lo que, teniendoen 


21 setiene f= se concluye que sobre 


cuenta que para t=0 , E 
la frontera de E el máximo valor de la f es E 138 +22 Y 33 yelmí 


nimo valor es - Em 138 + 22 V33 . Estos son también el máximo y el mí - 


8 
nimo valor en E ya que en el único punto extremal interior, el (0,0) ,la  £ 


vale 0. 


36 - Estudiar los puntos de máximo o de mínimo relativo de 
la función — f(x, y)= y (x2 + y) 


Se tiene f.=2xy , y 2+2y A 
y, consecuentemente, el único punto ex- 
tremal (0,0) en el que la función vale 


0, El hessiaro vale 4(y -x2) ysea 


nula en el punto (0,0) ¡noes posible, 


entonces, pronunciarse sir más estudio Fig. 93 

sobre la naturaleza de dicho punto. Pero obsérvese que f se anula sobre la rec- 
ta y=0 ysobre la parábola y=-x2 (ver fig. 93) y que resulta f>0 en 
la región rayada, f <0 enla no rayada. Por lo tanto en todo entorno de (0,0) 
la f asume valores sea positivos como negativos, de donde el punto (0,0) + no 


es ni de máximo ni de mínimo relativo. 


37 - Estudiar los puntos de máximo o de mínimo relativo de 
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la función fx, y) = 24x%+ 3 y - (x -y? y determinar el máximo y 
el mínimo absoluto en el triángulo T limitado por las rec— 
tas x=0 , y=xX , y-1 
Se A 1 1 Es 
encuentran los tres puntos extremales (0,0) , (q, - 3)» dr 3): 
en el segundo y en el tercero resulta H=108 , f,x=16 ,porloquese tra- 
ta de puntos de' mínimo relativo. En el primero se tiene, en cambio, H=0 yse 


presenta, entonces, el caso dudoso. Basta observar, sin embargo, 


que £f(0,0)=0 , que en todos los puntos de la recta y=x setiene f= 24 x% 


1 
2(5 


< 0 , para llegar a la conclusión de que el punto considerado no es ni de máxi — 


+3yi>0 y que para y=0 , 0<|x|< resulta 1=%(24x?2 -1)< 
mo ni de mínimo relativo, 

En el interior del triángulo T no caen puntos extremales y entonces, el máxi- 
mo y el mínimo buscados caen en puntos de la frontera de T , Esta se compone 
de los tres segmentos 


x s Oy E€l ¡ y=x , 0€x<€1 5 y=1 , 0é6xél / 


y, Sobre ellos, la f asume las siguientes expresiones 
(Mm) f=3yf-y2 ; (q) £=27x% ; (3) £=2x%+3 - (x -1)2 

Se reconoce fácilmente que la (1) tiene el mínimo  - Er (para y= 7 y 
el máximo 2 (para y=1 );quela (2) tiene el mínimo 0 (para x=0 )y 
el máximo 27 (para x=1 );quela (3) tiene el mínimo 2 (para x=0 ) 
y el máximo 27 (para x=1 ). Se concluye por lo tanto que en T la f tie 
ne el mínimo absoluto - + conseguido en el punto (0, E) y el máximo ab- 
soluto 27 conseguido en el punto (1,1) . 
38 - Estudiar. los puntos de máximo y de mínimo relativo de 
la función f(x,y)= (y -x2 (y - 2x2) 


Se encuentra el único punto extremal (0,0) , en el que resulta H=0 y se 
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presenta entonces el caso dudoso. Si se observa que, dibujadas en el plano xy las 
dos parábolas y=x2 , y=2x2 (véase fig. 94) la f resulta < 0 enlare 
gión rayada y > 0 entodo el resto, se concluye que el punto (0,0) , en el 
que £(0,0)=0 , noes ni de máximo ni 
de mínimo relativo. 

A propósito de este ejemplo es oportu- 
no observar que si se corta la superfi- 
cie z=f(x,y) con un plano cualquiera 
y=mx (o también x=0 -) que conten 


gaaleje z (enla figura se ha dibuja- 


do la traza de tal plano) la curva inter - 


sección es tal de presentar en O unmí Fig. 94 
nimo relativo. En efecto; a lo largo de tal intersección se tiene z=60- enel pun- 
to O y z>0 enun conveniente entorno de tal punto (constituido por el seg — 
mento OP , por una parte y la semirecta OQ, de la otra). 

Se verifica entonces el hecho de que toda sección normal de la superficie pre- 
senta en O un número relativo sin que O sea punto de mínimo para la super— 


ficie. Ejemplos de este tipo fueron señalados por primera vez por Peano. 


39 - Determinar el mínimo y el máximo absoluto de la fun — 


ción £6x, y) = 10Y x24+y2 -6x -5y2 en el círculo C que tiene 


centro en el origen y radio 2 


En el interior de C es necesario tomar en consideración el punto (0,0) ,en 
el que la f noes derivable y los dos puntos extremales E A E £ . Los va 


lores asumidos por la f en tales puntos son 


3 dl 16 
£(0, 0) = 0 5 a 
(0, 0) LE 7 ; (1) 
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Sobre la frontera de C , que puede representarse con las ecuaciones paramé- 
tricas x=2c08 P , y=2senQp ,setiene f=20 co? p -12cos p y bas 
ta estudiar esta función de p enel intervalo [ 0,1 al , tratándose de una 
función par. Para p =0 setiene f=8 ¡para P = NX se tiene f=32 ¡en 


el interior de (0,1) la e se anula para cos p= =7 resultando, en co- 


AM 


rrespondencia, f=- 5 


De la comparación de los valores de f ahora encontrados, con los valores (1), 
se concluye que en C el mínimo absoluto es - 2- Lo obtenido en los dos pun- 
tos de frontera e e Ja )7 y el máximo absoluto es 32 [alcanzado en el 


punto de frontera  (-2,0) 7 


40 - Suponiendo que sea a >b>0 estudiar si existen el mí 
nimo y el máximo absoluto de la función 
£ex, y)= e ax-—by _ ¿"bx-ay 

“en el cuadrante Q definido por x>0 , y>0 

Al no estar acotado el dominio Q , noes aplicable el teorema de Weierstrass 
y no queda, por tanto, asegurada a priori la existencia del mínimo y del máximo 
buscados. Se reconoce fácilmente que no existen puntos extremales, de modo que, 
el máximo y el mínimo, si existen, deben caer en puntos de la frontera Q , la 


que está constituida por las dos semirectas x=0 , y>0 e y=0 , x>0 


Sobre la primera se tiene tie PY -eY y, poniendo 0 = = log A PSUTON 
- ¿Y y 2 
a a-b a- >" 
t=(H Sy > 0 , se ve que esta función de y crece de 0 has 


ta YT enelintervalo (0,0) ydecrece de T hasta 0 en el intervalo 
(0, +0) 
aX ¿ox 


Sobre la segunda semirecta se tiene f= e y, de acuerdo con lo di— 


cho, esta función de x decrecede 0 hasta - T en (0,0) ycerecede -7 
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hasta 0 en (0,+0) . 
Por lo tanto, el máximo absoluto buscado, si existe, no puede sino ser igual 
a Y  yseralcanzado en el punto (0,0 ) ;el mínimo absoluto, si existe, no 
puede sino ser igual a - T , enel punto (1, 0) 
Pero, obsérvese que ei doy sobre q)- O y de aquí que, al tender (xy) 
a infinito, se tiene definitivamente | f| < Y , de lo que es fácil deducirque Ú, 


- % son, realmente, el máximo y el mínimo valor de la f en Q 


41 - Sea f(X7, X2 ..., Xp) un polinomio de 2% grado en las r 


variables Xp], X2, ..., Xp : 


pis dm 
A IA 4 


r r 
tal que la forma cuadrática EM > Ak hh (con Ak" “kn? 
h=1 k-1 
constituida por sus términos de 2% grado sea definida posi- 
tiva. Demostrar que el polinomio admite mínimo absoluto en 


todo el espacio S,, y calcular tal mínimo. 


Observemos, ante todo, que el discriminante 


mn -. 


de la forma cuadrática Q es necesariamente distinto de cero, En efecto; si fue- 


se A=0 ,elsistema de r ecuaciones lineales homogéneas siguiente 


Bale Xy = 0 d (M=1, 2, 
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tendría autosoluciones; fijada una (E,, 52, ..., Ey) seguiría, tras poner 
Xx = Ex enlas (1) , multiplicar por 5, y sumar respecto del índice h , 
Pio E 
E 0 Ahk Xh Xk = 0 dí 
h=1 k=1 
lo que contradeciría la hipótesis de que Q es definida positiva. 


Dicho esto, vamos a buscar los puntos extremales de: nuestra función 


LE e . Debe resolverse el siguiente sistema 
1> X2 Eo 
dE Eee 
= LE PPM , (M=1,2,..., 1) (2) 
que tiene solución única (x?, 2, ..., x0) debido aque AO Existe enton- 
102 E 
ces un solo punto extremal —(X], Xx2, ..., Xp) determinado por el sistema (2) ; 


demostremos que en él se presenta el mínimo absoluto de la 
E, Kar» Xy) 
En efecto; se tiene 


E) 10, XQ, ..., XP) = 


r £ r r r 
2 en 220% 2 2 
1Íci hal pgs fl 


donde el segundo miembro puede modificarse sustituyendo bj, por la expresión 
r 

a e e como es posible en virtud del sistema (2) satisfecho por el punto 
=1 


extremal; se obtiene así 


A A 


r r £ E r xl 
=D) arm 22 2 am EE 
k=1 h=1 k=1 h=1 k=1 


k=1 


r 
o.0 
“o Mk hn Le 


Pero, en el lugar del segundo término puede también escribirse 
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17] 
+ 


7 ne Xan lo E 
y entonces se obtiene, en definitiva, 
Ego go oo Ip) Ll sr E) 
r E r r ES 
Dn A A AD A A O A - 
h=1 h=1 h=1 k=1 
Debido a que la forma cuadrática Q es definida positiva, de esta última rela- 


ción se deduce 


Er gro A) 1 70 
valiendo el signo igual solamente si x, = A hi Xp = 2 a 
que prueba que 16, L, AA 2) es, efectivamente, el mínimo valor de la f , 
alcanzado solamente en el punto extremal antes definido. 

Para el cálculo del mínimo valor £(9, , A! A se puede evitar realizar 
la sustitución material de los valores e Ss CON e. enla f , sise tiene 
presente que, como ya fue observado, resulta 

E E r 
AR 
h-=1 k=1 mn h=1 2D 
de donde se tiene 
1 
42 - Dados, en el espacio, n puntos E jo Y» Zz) , (G-1,2.. 


.., M) encontrar un punto z P(x, y, z) de modo que resulte míni- 


ma la suma p,+* P,PA po . pr + SD *,P? donde Pz» Pa ---» Pp 


son números positivos dados. 


Se trata de buscar el mínimo absoluto de la función 
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Dn 
10,,)=) A [e-x) +0-x4) +(-2)] = 
FL 
n 
E 


n n a 
py 22422) 2 [0 xp) +0 29): y+()2 P,%)02] + 
i=1 =1 i=1 i=1 


n 
2 2 2 
+) PAYA)» 
1=1 


cuando varía el punto  (x, y, z) en todo el espacio. Estamos en las condiciones del 
ejercicio precedente y podemos sin más afirmar que el mínimo existe y ha sido al 


canzado en el único punto extremal, punto cuyas coordenadas son 


El punto buscado es, pues, el baricentro de los n puntos dados Py, % 


Beta BA 
cuando se supongan concentrados en ellos, las masas respectivas Pz, Pa, 


«++ Po 


43 - Estudiar los puntos de máximo o de" mínimo relativo de 
la función 

£(x,y, 2) = (x? + y? (1 - 2%) + 22 ; 
determinar el mínimo y el máximo absoluto en 


la 


esfera $ 
que tiene centro en el origen y radio 


r 
Se tiene f¿=2x(1-2%) , fy-2y(-2% ,, 1,=22 (1 -x2-y%  ,por 


lo que los puntos extremales serán el origen: O y todos aquellos de las dos cir— 


e + y? =1 
cunferencias 


, los que pueden también representarse con las co - 
+ 
z=t1 


ordenadas (cos t, sent, 41) haciendo variar el parámetro t 
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Se tiene, además, fx =21-2% , £y =24 -22% , fi=2(1-x2-y), 
E A Íyz = "4yz debiéndose entonces considerar la for- 
ma cuadrática 
PM dz, Ag)=2(1-22 MAj+2(1-22) M2+2(1-x?-y?) AS -8x2 A, Ag-8y2 ALA - 

En el punto extremal (0,0,0) la «p se reducea la a+ + MN ) que es, 
evidentemente, definida positiva, tal punto es, entonces, de mínimo relati- 
vo, 

En los puntos extremales del tipo (cos t, sent, 11) la «p sereduce ala 
$831 A, cos t + Az sen t) que es, evidentemente, indefinida; de aquí que 
tales puntos no son ni de máximo ni de mínimo. 

Estudiemos ahora la 'f enla esfera S ;para calcular el mínimo y el máxi— 
mo absoluto es necesario tomar en consideración el punto extremal — (0, 0,0) /que 
es interior a $S yen el que la función se anula 7 y estudiar la f sobre la fron 
tera de S 

Esta última puede representarse con las ecuaciones  paramétricas 
x=rsenécosp , y=rsenésenp , z=rco0s0 (con 0<0< 31, 


0<p <2x1 )yentonces, sobre FS se'tendrá 
1 = 1? sen? 6 (1 - 1? cos? 0) + r? cos? 8 = 121 - Er? sen? 20) 

Es entonces evidente que el máximo absoluto sobre FS es y? Len los pun 
tos donde sen28=0 ,.es decir, enlos polos (0,0,Ír) y en los puntos 
(rcos p , rsenp ,0) de la circunferencia ecuatorial de FS 7yque el 
mínimo absoluto sobre FS es r?(1- a r2) /fn los puntos donde sen20= 
=i1 ,es decir, en los puntos de los dos paralelos 8 = + , %= TE e 

Si r>2 el máximo y el mínimo ahora encontrados sobre FS lo son tam- 


bién en todo S ¡si r=2 ,lo mismo, con el valor mínimo (cero) asumido tam 


bién en el centro de S ;si r< 2 , en cambio, el valor mínimo (cero) es asu 
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mido solamente en el centro. 


44 - Estudiar los puntos de máximo o de mínimo relativo de 
la función 
fíx,y,2)=2 (12 +y2)+2xy 3 

determinar el mínimo y el máximo absoluto en el cilindro C 
definido por las 2+rys 0<z<1 

Teniéndose fy=2X2+y) , fy=2Y2+xX) , 1, =x2+y2 , surge inme — 
diatamente que todos - (y los únicos) puntos extremales son los infinitos puntos (0, 
0,2) deleje z . 


fyy=22 


Se tiene, además f,,=2Z , yy , 


xy 7 » £iz=2X, 
La = 2 y ., resultando necesario estudiar la forma cuadrática 


2 2 
= » 
PO» yo Ag) = 222, +2217+4 2, Ay+4x A, Ay+AY AA 


En los puntos extremales (0,0,Z) resulta 


1 2 2 
PO Xq »g)= 22 +2 ¿+22 Az 


y como ésta es una forma cuadrática solamente en dos variables encontramos , a— 


1 
plicando el criterio conocido, que es definida positiva si z >1 , definida negati- 


, semidefinida si z=31 , indefinida si -1<z<1 . Por 


vasi z <-1 
lo tanto todos los puntos (0,0,z) , con z >1 son de mínimo relativo; los pun 
tos (0,0,z) con -1<z <1 noson ni de máximo ni de mínimo; los puntos 
(0,0,z) con z <-1 son de máximo relativo y queda en duda la naturaleza de 
los puntos (0,0,1) , (0,0,-1) . 

Pero se observa que en el punto (0,0,1) se tiene f=0 y que en todo entor- 
no del mismo caen puntos del tipo (€, €, 1-€) ydel tipo (€, -€, 1- £)con 


0 < € <1 ;enlos primeros se tiene f=2 €2(2-€)>0 ,enlos segun 


dos f=-2 e2<o , de modo que el punto (0,0,1) noes ni de máximo ni de 
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mínimo. Análogamente para el punto (0,0,-1) , considerando los puntos (€,€, 
IO y EE EL E) 

Vayamos ahora a estudiar la f ..enel cilindro C , en cuyo interior, por todo 
lo que se ha visto, no caen puntos ni de máximo ni de mínimo relativo. Por eso el 
máximo y el mínimo absoluto gn C caen en puntos de FC. Para encontrar - 
los conviene utilizar las coordenadas cilíndricas (e. p.2) poniendo x  = 
= p cos p » Y= psen«p ; de este modo sobre la base inferior del cilin — 
dro se tiene f= 9? sen 2 p (con 0<P <1 , 0 <P <2H ); sobre la 
base superior Zz=1 se tiene f= ? fl +sen2p) (con 0<p<1 , 05 

P < 2X); sobre la frontera lateral 7 =1 setiene f=z+ sen 2 ( con 
0<P < 2x » 0£z251 ). 

De aquí el lector deducirá fácil mente que el mínimo buscado es -1 (para p= 


=1 ,sen2p=-1 , z=0 )yelmáximoes 2 (para p=1, sen 2p= 


45 - METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS. 

En las aplicaciones se presenta a menudo la necesidad de considerar sistemas de 
ecuaciones lineales en las que el número m de las ecuaciones es superior al 
número n de las incógnitas. 

Sea, por ejemplo, 

n 
Dama A = Dn AL os a ¡msn ) (1) 
k=1 
un tal sistema, que seguramente no es normal puesto que la característica p de 
la matriz de los coeficientes vale n como máximo, con lo que seguramente es 


p<m 


Por lo tanto, en general, las (1) son incompatibles, vale decir, no existe nin— 
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guna n-pla (Xy, Xg, ..., Xp) que verifique exactamente todas las ecuaciones 
(1) . En otras palabras, sucede que, de cualquier modo que se elijan las Xy, Xo,. 
e... Xp existirán entre los primeros y los segundos miembros de las (1) des- 
víos 


' 5 (dl 1) 


que no será posible anular simultáneamente. 

Se busca entonces satisfacer de modo aproximado el sistema (1) de ma- 
nera de obtener, según un criterio prefijado, la mejor aproximación posible. Tal 
criterio puede fijarse de varios modos y el que comúnmente es más adoptado (por 
la razón de que con él se plantea un problema de fácil solución) es el siguiente: 
se adopta como solución aproximada del sistema (1) una n- 
pla de números Xp %. , que-haga asumir a la suma de 
los cuadrados de los desvíos Eh» el mínimo valor posible) 

Nace así el problema de bustar el mínimo absoluto, en todo el espacio S, ,de 


la función 


m m n 2 

2 y 

ro O o 
h=1 h=1 k=1 

Haremos ahora tal búsqueda bajo. la hipótesis, siempre verificada en la práctica, 

deque la característica p del sistema (1) sea igual al nú- 


mero n de las incógnitas. Esto evidentemente equivale a decir que el 


sistema homogéneo 


(*) Sería mucho más natural tratar de hacer mínima la suma de los valores absolutos de 
los desvíos; pero esto lleva a un problema de muy difícil solución. 
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carece de autosoluciones. 


Dicho lo cual, observemos que de la (2) sigue 


m 
1, Ko, cop pa "mk 1) > 2D 2 tm +] id 
(1) 


osea 


n 
Ll, Xgo 00.9 Xp) = E Ala AL E Bro, (5) 


en donde se ha puesto 


m 
Ara a hk “nt , 


m 
Pe (6) 


Nótese que las (6) son constantes, completamente determinadas por el sistema 


(1) : Ap es el producto de las dos columnas de índices k , l 
de la matriz de los coeficientes Ale del sistema dado (y re- 
sulta Al= Aj ) Bp es el producto de la k-ésima columna de 
tal matriz por la columna de los términos independientes; C 
es el producto de la columna de los términos independientes 
por sí misma, 


Obsérvese ahora que la función (5) de la que se busca el mínimo es del tipo de 


la considerada en el ej. 41 y, más aún, se está precisamente en las condiciones 
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z n 
de tal ejercicio, puesto que la forma cuadrática Q = Y E Al xx es de- 
k=1 l=1 


'finida positiva. En efecto; por la (4) se tiene 


m n 2 
0=) 707 aro , 
=1  k=1 


de lo que sigue que es siempre Q >0 , pudiendo ser Q = 0 solamente si 
5 Br 7 O para h=1,2,...,m , es decir (dado que el sistema carece de 
=1 


autosolúciones) solamente si xj =X2=...=Xp=0 
Podemos entonces aplicar sin más los resultados del ej, 41 y decir que exis — 
te el mínimo absoluto de la suma de los cuadrados de los desvíog , y que tal míni- 
mo se álcanza exclusivamente en el único punto extremal (%, L sn Xx) de- 
finido por el siguiente sistema de n ecuaciones lineales con n incógnitas: 
pa Ba Be A TE m) 


Este sistema (7) que es simétrico (Aj =Ajy) y que se llama el sistema 
de las ecuaciones normales, se puede escribir inmediatamente apenas 
sea conocido el sistema (1), teniendo en cuenta las (6) y la observación que se 
hizo a continuación. Resolviendo el sistema (7) se logra la solu — 
ción aproximada eS. EN ada Xx) que buscábamos del sistema 
(a) 


En correspondencia con esta solución aproximada se tienen los desvíos 


o 
mt » (=1, 2... , 6) 
k=1 
y lá suma de los cuadrados de los mismos debe coincidir con el valor mínimo de 


la función (5) que, según lo visto en el ej. 41 resulta igual a 
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n 
Er 
k=1 
Por lo tanto, como control del cálculo realizado, se pueden determinar los des- 


víos según (8) y luego verificar si resulta 


46 - INTERPOLACION CON EL METODO DE LOS MINIMOS 
CUADRADOS. 


De una función y=f(x) , no definida analíticamente, se suponen conocidos, 


por medio de experiencias u observaciones, los valores Y Y» que 


++ Y 


corresponden a ciertos valores Xp Xo» > de la variable, Deseando de— 


terminar una representación analítica de tal función, se puede, por ejemplo, bus-= 


car de representarla mediante una combinación . lineal de funciones prefijadas 


P10) ñ Pat) Y Pe A Es decir, puede ponerse 


1(x) = 0, PB) +09 Po)... +0 Pp (x) , 


y sucesivamente determinar los coeficientes Cqr lar ..., € de modo que resul 


«» Cp 
te 

Y 50 Pé) +0 PA)... +0, Py), ((=1,2,...,m) . (2) 

Se tiene así un sistema de m ecuaciones lineales en las n incógnitas > 

Cg +++» Cy + Siseasume n=m , tal sistema tiene, en general, una única so- 


lución, Pero, én la práctica, no se puede asumir n=m porque, comúnmente 


m es un número grande (del orden de las decenas o de las centenas) y entonces u 


na fórmula del tipo (1) con n=m resultaría demasiado complicada. Para te- 


(*) Se pueden considerar las funciones 1, x ,x2, x3,.., yentonces se representará 
£(x) conun polinomio ;o también las 1, cosx , senx , cos2x ,Sen2x ,.... y 


entonces se representará f(x) por medio deun polinomio trigonométrico ;etc.,etc. 
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ner una fórmula (1) de uso práctico es necesario elegir n bastante pequeño 
respecto de m  yentonces el sistema (2) se encuentra en las condiciones del 


sistema (1) del ejercicio precedente. Nos conformaremos,. entonces, con encon 


trar una solución aproximada (7, da, ..., E) con el método de los mínimos 
cuadrados y, sustituyendo estos valores A S ab A en (1) se obtendrá u- 


na función f(x) cuyo diagrama no pasará exactamente por los puntos (Xy, y1) , 


or Ya Ira , Pero se avecinará a ellos en forma satisfactoria, 


na an) 
Para tener un buen resultado (es decir: pequeños desvíos) es necesario en gene- 
ral hacer varias tentativas, cambiando la elección de las funciones pe, Pee), 


OA Pe) ,y el número n . Un dibujo previo de los puntos dados (1,41) > 


Kg Ya) +03 Boo 


e] puede ayudar a sugerir una elección conveniente. 
ET TRANSFORMACIONES PUNTUALES ENTRE DOS PLANOS. 
Supongamos tener una transformación puntual entre los dos planos (xy) y (uy) 


es decir, tener dos funciones 
u = u(x, y) , v = v(x, y) (1) 
definidas en un campo A del plano (x,y) , que hacen corresponder a cada pun 
to (x,y) €A uno y solamente un punto del plano (u,v) 
Supongamos que las funciones (1) sean continuas en A .con derivadas parcia- 
les primeras continuas y que su determinante jacobiano (cfr. ej. 25) se manten— 


ga siempre distinto de cero: 


4% (o) 
SE Y 
En tales condiciones diremos que la transformación (1) es regular. 


Al variar de (x,y) en A ,.elpunto (u,v) describe cierto conjunto A' 3 


queremos demostrar que, con las hipótesis hechas, A' resulta ser 
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un campo. 

Fijemos en A un punto cualquiera Poo Yo) y sea LA (Ug» Y) el punto co 
rrespondiente de _A! , de modo que el punto Kg» Yo» Uy» Yp) es un punto so — 
lución del sistema 

u(x, y) -u=0 á very -v=0 . 6 6) 

Con estas hipótesis, el sistema (3) es unívocamente resoluble 
respecto de x, y ,en un entorno del citado punto solución e) 
0» Yo» Yo» Vo) 

Esto significa que existe un entorno B <A del punto Poo» Y) y un entor- 
no C' del punto Pg (Uy, Yp) tales que a todo punto (u,v) € C' se.puede aso- 
ciar uno y solamente un punto (x,y) € B de modoque (x,y,u,v) sea un pun-= 


to solución del sistema, (3) . De tal modo quedan definidas en C' dos funcio — 


nes X=X(Uu;v) , y=y(u,v) tales de tenerse 
u[x(u,v), y(u,v) ] -u=0 X(Up» Yo) = Xp 
para todo (u,v) EC' ; . (4) 
v[x(u,v), y(u,v) ] =-v=0 y(U9» Y) = Yo 


Se puede demostrar, además, que tales funciones resultan continuas y admiten 
derivadas parciales primeras continuas. 

Sigue que todo punto (u,v)EC'pertenece a A' puesto que, por las (4) , se tra 
tará del correspondiente del punto [ x(u,v), y(u, v)] E€BEA . Por lo tantoel 
punto PS (Uy, vo) es interior de A' ; pero esto vale cualquiera sea el punto 
Po € A' y podemos entonces concluir que A! es un campo, que es lo que que— 


ríamos demostrar. 


Al variar el punto (u,v) en C' ,elpunto x=x(u,v) , y=y(u,v) descri- 


(*) En el sentido de que los números Xp , Yo , ug , Vo , sustituidos en el lugar de las va- 
riables x , y , u , v enlas (3) , logran satisfacerlas. 


(*%) admitimos conocido este teorema, que se ha demostrado en el capítulo "Funciones implíci- 
tas" del 2% volumen de "Lecciones". 
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be un punto C ESB ¡demostremos que C es un campo 
El conjunto C es el correspondiente del campo C' en la transformación 
X=X(U,V) , y=y(U,V) , (5) 
definida por funciones con derivadas parciales primeras continuas y entonces, si 


logramos demostrar que en C' se tiene 


Xy Xy s 
y= FO o, (6) 


Y Ny 


estaremos en las mismas condiciones en las que estábamos con relación a la 
transformación (1) ; podremos entonces decir que la (5) transforma campos en 
campos, de lo que seguirá la tesis. 

Para probar la” (6) , observemos que de las (4) , derivando parcialmente res- 


pecto de u se obtienen las 


Mg Xy + Uy Y 10 , TS OS 
que, resueltas con respecto a X, € Y, dan, recordando las (2) , 
ÑA y, 
EE e > 
E] 3 , y A 


Análogamente, derivando parcialmente las (4) con respecto a v , se obtie — 


nen las U¿Xy+UyYy=0 , WXy+Wx-1=0 , que proporcionan las 


uy Ye 
x =- . — 
y E E J 
Sigue 
1 E A 1 1 
3 — nh, 
J o Uy J $ 


y, por ende, la (6) 


Podemos entonces concluir con el siguiente enunciado: tomado arbitraria 


mente un punto PygE€A y llamando Po a su correspondiente 
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en A! , se puede construir un entorno C <A de Po tal que 
al variar P(x,y) en C ,el punto correspondiente P'(u,v)des- 


criba un entorno C! de P| resultando los dos entornos aa 


0 
en correspondencia biunívoca. 

Se suele expresar este hecho diciendo que la transformación (1) es inverti- 
ble en pequeño (o localmente). En general no hay correspondencia biu— 
nívoca entre los campos A y A' ,.es decir, en general la transformación (1) 
noes invertible en grande (oglobalmente), como se puede verifi — 
car con un ejemplo. 


Consideremos la transformación u=x2- y? 


, V=2xy , definida por fun— 
ciones continuas con derivadas parciales continuas. El determinante jacobianogue 
valo. e + y» es distinto de cero en todo el plano, salvo el origen; entonces la 
transformación es regular, por ejemplo, en una corona circular A con centro 
en el origen y radios r , R (con 0<r<R ). Unpunto (x,y) de tal co— 
rona “(es decir, tal de tenerse r << R ) resulta transformado en 
un punto (u,v) para el que resulta P X= y u2 + y2 < R? , por lo que en. el 
plano (u,v) el campo correspondiente A' es una corona circular de radios r2 
2 

Pero entre A y A' no hay correspondencia biunívoca porque cada punto 
(u,v) de A' proviene, evidentemente, de dos puntos (x,y) , (Xx',y!') de A. 

Retornando a la transformación regular (1) , tomados dos puntos correspon— 
dientes Pp, Po 7 llamando C, C! ados entornos de los mismos que resul— 
ten biunívocamente relacionados, observemos todavía otro hecho: tal transfor- 
mación hace corresponder a cada curva regular trazada en C, 


una curva regular trazada en C'. 


En efecto; sea Y [ x=x(t) , y = y(t) ] una curva regular del plano  (x, y) 
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trazada en C ¡dicha curva es transformada por la (1) en el conjunto E] 
definido por las ecuaciones paramétricas u-= [ x(t) , y(t)] =p), v=-= 
=v[x(t) , y(t)] = Y (t) . Debemos hacer ver que Y! resulta ser una curva 
regular. Y, efectivamente, lo es, ya que las funciones p(t) , Y(t) son conti- 


nuas (funciones compuestas con funciones continuas), admiten derivadas parciales 


du du dv EXA 
continuas dx x'+ dy y 5 EN] x+ dy y' , ho simultáneamente nu- 
las (su anularse implicaría, dado que 7 + y? A que J=0 ). 


Además existe correspondencia biunívoca entre los puntos (u,v) de Y! y 
los valores del parámetro t YA: puesto que hay tal correspondencia entre los pun- 
tos (u,v) de Y'<C' ylos puntos (x,y) de YEC y entre los puntos 


(x,y) de Y  ylos valores del parámetro t 7. 


CAPITULO XVII 
Funciones complejas 


1 - ALGUNOS COMPLEMENTOS SOBRE LAS FUNCIONES HO — 
LOMORFAS (ver "Lecciones", Cap. XVI, n% 4,5, 6). 


Sea w=f(z) una función hotomorfa en un campo A del plano (x,y) de la 
variable compleja z=x+iy . A todo punto A le A de este mo- 
do, un punto (u,v) de la variable compleja w=u+iv . Deseamos demostrar 
que la transformación plana así definida es regular (enel sen- 
tido asignado en el ej. 47 del Cap, XVI) apenas se suponga f'(z)20 ,pa- 
ra todo zeA 

En efecto; poniendo f(z) = u(x, y) +iv(x, y) , la transformación plana conside- 
rada queda definida por las fórmulas u=u(x,y) , v=v(x,y) conlas funcio— 
nes u(x,y) , v(x,y) continuas y dotadas de derivadas parciales continuas.A - 


demás, el determinante jacobiano está dado por 


al E la a 
Vx y Ye Ue 
en donde se ha tenido en cuenta las condiciones de holomorfía y el hecho de que 
£t(Z) = Uy +1 vz 
En base a este resultado puede decirse que al campo A le corresponde un 
campo A' yque, fijado un par de puntos correspondientes Zq» Wy » Se pue—= 


den construir dos entornos, C de Zy . C' de wW , en correspondencia 


biunívoca entre sí. Queda, de tal modo, definida en C' una función z=g (w) 
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tal de tenerse f[ g(w)=w , “g(wp)=Zp - Esta función es continua en C! y, 
por ende, /[ver "Lecciones", Cap. XVII, n% 6, teor. IL 7, holomorfa en C' . 
Puede entonces decirse que, en las condiciones antes enunciadas, la w=f(z) 
admite , localmente, una función inversa hólomorfa. 
Observemos, todavía, que si en el plano (x,y) se dibujan las curvas u(x, y= 
=cte , v(x,y)=cte. se obtienen dos familias de curvas aus se 
cortan según ángulos rectos. 
En efecto; de cada punto (x,y) parte una curva u(x, y)=cte. con una nor- 
mal cuyos cosenos directores son proporcionales a Uux , uy 7 yuna curva 


v(X, y) = cte, con una normal que tiene sus cosenos directores proporcionales a 


Vx > Vy ly con lo que la afirmación hecha equivale a asegurar que Ux Yy + Uy W= 


, Que es una consecuencia inmediata de las condiciones de holomorfía. 

El lector puede verificar, como ejercicio, la ortogonalidad de las líneas u = 
=cte. , v=cte. enel caso de funciones holomorfas particulares, por ejemplo, 
para las funciones w= 22 (dos familias de hipérbolas equiláteras), w= — 


(dos familias de circunferencias) w=logz (una familia de circunferencias y u— 


1 


na de rectas), w 


El (dos familias de lemniscatas). 

Nótese, por último, que las líneas u=cte. , v=cte. son aquellas que en 
el plano corresponden a las rectas paralelas a los ejes coordenados del plano (u, v) 
rectas que también se cortan según ángulos rectos. En la correspondencia entre es 
tas curvas particulares han quedado, entonces, conservados los ángulos . 


Este hecho no es sino un caso particular de una propiedad bastante más general sí 


de la que nos ocuparemos a continuación. 


(*) suponemos que este hecho es conocido a través del curso de Geometría. Puede también ver- 
se el Capítulo "Funciones implícitas" del 2% volumen de "Lecciones" 
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2 - TRANSFORMACIONES CONFORMES. 

Deseamos ahora ocuparnos de las denominadas transformaciones con— 
formes entre dos planos ,osea, de las transformaciones planas que go= 
zan de la propiedad de conservar los ángulos. Esto significaque, fijados arbitraria- 
mente dos puntos correspondientes P y P! , y dos curvas regulares Uy 

Y 1 que parten de P , las curvas regulares correspondientes Y' y Ya. (que 
parten de P' ) son tales que sus tangentes en P! forman el mismo ángulo que 
forman las tangentes en P alas dos curvas Y, A 

En esta definición hemos simplemente hablado de las amplitudes de los ángulos 
sin precisar su sentido, Se pueden distinguir dos tipos de transformaciones con - 
formes: las que inclusive conservan el sentido de los ángulos y las que, por el con 
trarfo, lo cambian. Las primeras se llaman transformaciones conformes direc- 
tas; las segundas, inversas, 

Demostraremos ahora un teorema fundamental que asegura que todas (y so- 
lamente) las transformaciones regulares conformes directas 
son las realizadas a través de una función holomorfa w=f(2) 
Leon fu ho 7. 


Supongamos, en efecto, tener una transformación regular 


u=u(x ” u un 
/ ] con J=| * [Lo (1) 
( y = v(x, y) Vx Vy 


conforme directa. Fijados dos puntos correspondientes P , P! y considerados 
los entornos relativos C , C' biunívocamente referidos, consideremos dos cur 
vas regulares Y, LA que parten de P , contenidas en C , y denomine — 
mos con - Y', Y a las curvas regulares correspondientes (cfr. Cap. XVI, ej, 


47) que parten de P! y trazadas eri C' . Por hipótesis, el ángulo de las tan - 


gentes t , tí 2 Y, Y, enelpunto P esigual, en magnitud y sentido,al 
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ángulo de las tangentes t!, t] 


y 2 id Y” enel punto P! , yesto se veri- 


fica para todo par de curvas regulares que parten de P y para todo par de pun- 
tos correspondientes P! . Deseamos demostrar que de todo eso si 


gue, necesariamente, 


u= 
y 5 con ¿+ v2 o y (2) 


quedará así probado que la u(x,y)+iv(x,y) es una función ho- 
lomorfa f(z) , con f'Uz)40 

Sea y=y(x) la ecuación de la curva Y enelentornm C de P ;consi- 
deremos la tangente a Y yel ángulo 8 que ella forma con el eje x ;setie 
ne tg0= Z . Denominando, después, 0, al ángulo que la tangente a Y 
forma con el eje x , el ángulo formado por las tangentes en P a 7 y UN 


será igual a 0, -0 


yA 4 vw) 


— al 
x u 


Fig. 95 
Para las curvas correspondientes, sean 0' y 8] los ángulos que las tangen- 
tesa Y! y Y¡ formanconeleje u ? será, entonces, uN -8' el ángu — 


lo de las tangentes en P! a tales curvas. 
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Dado que hemos supuesto que se trata de una transformación conforme directa , 
deberá ser 
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, ' 
9, -0=0, - 


o sea, 
Esto muestra que, al variar los pares de curvas correspondientes Y, Tr ,la 
diferencia 0'-8 se mantiene constante. 
Podemos entonces poner 0'-08=a , Osea, e'=0+a , donde a es 
un número independiente del par Y, 7! de curvas correspondientes que par - 
tende P, P! , respectivamente (pero dependientes, en general, del par P,P' 
de puntos correspondientes). 
Las ecuaciones de Y! son 


u=u[(x, ye)] , 
v=v[x, yo) ] 
por lo que se tiene; 


+ y 
tg or - dY EME 
du 


d 
Uy huy q 


Pero también es 


tg or 


tga +tg9 
tg(0+a)= 
1 -tga tg9 


y, por lo tanto, debe ser, idénticamente respecto de 8 y para un ciertovalor de 
tga : 
tw tg 0 tga +tg0 
4, +uy tg0 


1 -tga -tg8 
Poniendo, por ejemplo, 


(8) 
tg8=0 , se encuentra 5e- 5 , tras lo que 
la (3) puede escribirse 
Wy +Vy 80 Y +Ux tg0 
1, +u, 180 


DE 
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y esta identidad puede valer sólo si valen las (2) 

Como ya se dijo, las (2) expresan que la transformación regular (1) coincide 
con la definida por la función holomorfa f(z) =u(x, y) +iv(x,y) , con ftz)20 
traduciendo la condición de regularidad. Viceversa, invirtiendo el orden de los 
pasos de la demostración precedente se ve fácilmente que, utilizando una 


función holomorfa w=f(z) con f'z)40 ,se obtiene precisa- 


mente una transformación plana regular que goza de la pro — 
piedad de ser conforme directa. 

Con esto nuestro teorema queda demostrado. Queremos todavía hacer resaltar 
el caracter de esencial de la hipótesis de regularidad 340 ,osea fUz)40 , 
en el razonamiento anterior. Si en el punto P fuese nulo el citado determinante 
jacobiano, o serían nulas las cuatro derivadas o ly Y» y suponien 
do, por ejemplo, u, 70 existiría un factor k tal de poder escribirse vo 
=k > y =k Y + En el primer caso, la (3) pierde significado; en el segun- 
do, es fácil constatar que se reduciría a la tg 0'=k , loque es absurdo porque 
significaría que 0' es constante y entonces no podría serlo 8'-8 cuado 0 
varía, 

En las transformaciones conformes inversas, dados dos puntos co 
rrespondientes P y P' y dos pares de curvas correspondientes que partan de 
dichos puntos, los ángulos formados por las tangentes a las dos curvas en . P_ y 
P' son iguales en amplitud; pero tienen opuesto sentido. Manteniendo las notacio- 
nes precedentes puede entonces escribirse 

91 -9= 8] -01) 
O sea 


%+0-9+9 


lo que expresa que, aunque varíen las curvas correspondientes, la suma +01 
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se mantiene constante. Podemos poner 0'= a-8 y, repitiendo el razonamien- 
to hecho en la demostración precedente, se obtiene la igualdad. 


tga -tg0 y +vwtg0 
tg 0. —— = —_—_—— 
l+tga tg0  u+uytgo 


que debe valer para cualquier 8 , para un cierto valor de «a  . En particular, 


y, 
poniendo tg8=0 , se encuentra tg a = —É , de donde, sustituyendo, 


e 


+89 Yx “Ux tg 
0, +0, 18.0 Ug + We tg 0 
y se advierte que la identidad podrá ser válida sólo si Uy Y Uy e 
Esto expresa que u -iv ,es una función holomoría f(z) ; pero conviene ex — 
presar este hecho de otra forma observando que las relaciones precedentes pueden 
también escribirse 
Uy = Vey , E 
las'que dicen que u+iv es función holomorfa de la variable compleja Z'=x -iy. 
Podemos concluir diciendo que las transformaciones conformes, si 
son directas se realizan mediante una función holomorfa w= 
=f(z) , con derivada no nula; si son inversas, mediante una 
función holomorfa w=f(Z) con derivada no nula o también a tra— 
vés de una transformación conforme directa precedida en el plano xy 
de una simetría respecto del eje real x 
Hemos ya hecho notar lo esencial de la hipótesis £'(zp) 40 . Conviene volver 
sobre este hecho mostrando, con un ejemplo, que si en un punto Z¿ se tiene 
Lap) =0 Ha transformación entre el entorno de zp y el entorno del punto co— 
rrespondiente ww. Puede no resultar conforme. Considérese la función w = 22 


cuya derivada es nula en el punto z¿=0 , que tiene por correspondiente el pun- 


to w=0 ,.,Como argw=2argz resulta claro que, al pasar del plano z al 
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plano w los ángulos de vértice z=/0 resultan duplicados. 


*o rx * 


El estudio de las funciones holomorfías se proseguirá en el Capítulo ' Funciones 


analíticas", del 2% volumen de "Lecciones" y de "Ejercicios" A 


CAPITULO XVIII 
Ecuaciones algebraicas 


1 - FORMULA DE INTERPOLACION DE LAGRANGE (ver "Leccio- 
nes", Cap. XVII, n? 2). 


Determinar el polinomio f(z) ,de grado no superior a 3, 
que en los puntos -2, -1, 1, 3 asume los valores 4, 6, -2, 14, 
respectivamente 


Tal polinomio está proporcionado por la fórmula de interpolación de Lagrange: 


(2 +1) (2 -1) (2 -3) (2+2) (2 -1) (2 -3) 


f(2) = 4 - +6 


DAA 3) "ERE DA) 
1242) (2+1) (2-3) 6+2) +1) (5-4 82 
EN E E ON 


3 
e 22 m6 + Ple 126) + + (dr 2 2)= 2 -52+2 


2 - Determinar el polinomio f(z) de grado no superior a 4, 
que en los puntos 0, 1, i, -1, 4 asume los valores 1+i , -i, 
4+i, 3i, i. respectivamente. 

Procediendo como en el ejercicio precedente se encuentra f(z) = 22-224 (+5). 


Nótese que 'f(z) ha resultado solamente de grado 2 


3 - DIVISION ENTRE POLINOMIOS (ver "Lecciones", Cap. XVII, nO 3). 


Calcular el cociente q(z) y el resto r(z) de la división del 


polinomio £(2) 3por el polinomio g(z) en los siguientes casos: 
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19)  £(2)=2%-32 +52 . Ela) = 22 -2+2 ; 


20) £)=62 +22 -2t+2-82l+ 4-1, 8(a=22-2+1 5 
30) £(2)=2% -322+ (2 -i)z -4i Ñ 82) =122-22 ; 
4%) £(2)=2%+ 122 - (1 -i)2-i h gl) =22+i2 -1 


Aplicando una conocida regla del álgebra elemental, se encuentra: 


19% q(2)=22 -22 -4 


2 1 2,5 1 
22) q()=32%+2 +.- E A ri 


p r(z) =52 +8 A 


3% — q(z) = -iz (2 -31) % r(2) = (2 -5i)z -4i A 


4% ql) 22 -iz+i r(2) = 0 


respectivamente. 


4 - Calcular el cociente q(z) y el resto r de la división del 
polinomio f(z) por el binomio z-a en los siguientes casos: 


19) £(2)=325 - 102% -122341622+32 -5 
5 


, a=4 a 
22) f(ím)-=328+52 +42 4102 +132+10 , dee 
o 457 Nal q a í 
3%) £(2)=427 -(8 -i)20+ (8-4) -(8+21) —,  a=l+io; 


49) £(2)= 2% +(1 - 249244 (241)2% + (4 1922 +(5 -1)2+(8 -4i) 


ras 
Aplicando la conocida regla de Ruffini, se encuentra 
19) ato) =32 +27 -422 +3 y r=7 ; 
20) ql)=38 -22+67 -22%+42+5 " F=0 ; 
30) a(2) =422+ (1431) 2+ $ (5 -i) y r=-=Aa+si); 
4%)  q)=2+(1-1)23+(8+21)22+(2+21)2+(8+1) —, r=2-i , 


respectivamente. 


5 - MAXIMO COMUN DIVISOR Y MINIMO COMUN MULTIPLO 
DE POLINOMIOS (ver "Lecciones", Cap. XVI, n9% 4,5). 


Hallar el máximo común divisor y el mínimo común múltiplo de los dos polino 
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mios 


par atra do 


Lim -=25+2t-22-2 

Comenzamos con la búsqueda del máximo común divisor P (z) usando el pro= 
cedimiento de las divisiones sucesivas. La división de fp(z) por £,(2) propor 
ciona el cociente 22 -1 y el resto 


Bis am+ loo. 


£a(2) =2Z 
La división de f,(2) por fo(2) proporciona el cociente (42? - 22-3) y 
el resto 
fg(2) = e +2+1) 
La división de fo(z) por + fg(z) proporciona el cociente 2z+1 y el reg 
to cero.. 
Por lo tanto el m. c. d. buscado coincide, salvo un factor constante, con fg(z) 
se puede, entonces, asumir 
pu) +2+1 


El mínimo común múltiplo HH (z) está dado, por ótra parte, por la conocida 


fórmula 
fp) £,(2) 
Y dl 
pz) = 
pl) 
realizando los cálculos se encuentra 


10 


p()=z +22 -22-327 +22 +62 +32% -32 -422 -2 


6 - ECUACIONES ALGEBRAICAS (ver "Lecciones", Cap. XVII, n% 6,7). 

Deseamos ahora llamar la atención sobre algunos tipos elementales de ecuacio- 
nes algebraicas y algunos procedimientos particulares para la búsqueda de sus raí- 
ces. 


a) La ecuación binomia az"+b=0 se resuelve con el cálculo de las raí — 
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ces n-ésimas del número - E y se puede aplicar el método visto en "Lec — 
ciones", Cap. XI, n* 7 . En el caso particular de la ecuación, Pi1=0 se pue 
de también proceder con los métodos que indicaremos, más adelante, en c), d). 


Mi bh+o=0 se re= 


b) Una ecuación trinomia del tipo particular az 
suelve obteniendo primero ZP (a través de la solución de una ecuación de 2% gra 


do) y sucesivamente efectuando extracciones de raíces n-ésimas. Para n = 2 


se tienen las denominadas ecuaciones bicuadradas , 


C) Una ecuación algebraica ag + a Pa Ap-12+4y=0 se denomi 
na recíproca de primera clase cuando se tiene ATA > (k=0, 
1,....,n) .Si n esimpar, tal ecuación tiene siempre la raíz Z=-1 , y, 


dividiendo el primer miembro por' z+1 , se la reduce a una ecuación de grado 
par n-1 , quees todavía recíproca de primera clase. 


Basta entonces considerar el casó de n par. Asumiendo como incógnita auxi= 


1 


llar z+-—=t se trasladará el problema al de resolver una ecuación de gra=— 


do 2 , ya que, poniendo n=2p nuestra ecuación podrá escribirse 
Py, FA L, - 
aya? + SS Pt Fa Epa 


que se transforma de inmediato en una ecuación de grado p enla incógnita — t 


2 3 É 


cuando se observe que de Zz+ t =t sigue z%+ 


at, da +- té-at+2 , ete. Si de la ecuación obtenida (denomi= 
nada ecuación resolvente) se logran determinar las raíces t¡ , se 0b 
tendrán las raíces de la ecuación dada resolviendo las distintas ecuaciones Z + 
O sea, z2- tí¡2+1=0  . Delo dicho resulta claro que todas las 


1 
cds pido 


ecuaciones recíprocas de primera clase, de grado n<5 , logran resolverse 
en forma elemental. y 
d) Una ecuación algebraica ag 2. az A Ap-12+2¿=0 se denomi 


na recíproca de segunda clase cuando se tiene ax =-apk , («=0, 
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1,...,n) (nótese que si n es par esta condición implica que sea nulo el coefi - 
ciente An ). Tal ecuación tiene siempre la raíz z=1 y, dividiendo por z-1 
se das una nueva ecuación, de grado n-1 , que es recíproca de primera cla- 
se. 

e) Supongamos que la ecuación algebraica ay z”+aj a. + Ay-12 +9 = 
= 0 tenga los coeficientes reales. Como caso particular tales coeficientes pueden 
ser todos racionales , casp en el que puede, inclusive, suponérselos todos 
enteros (tras haber multiplicado por el mínimo común múltiplo de los denomi - 
nadores de los distintos coeficientes racionales). Suponiendo entonces que los coe- 
ficientes Ag, Ay,..., Ay Sead números enteros (primos entre sí) es útil exami— 
nar si-la ecuación dada admite raíces enteras o racionales. Se ve inmediatamente 
que una raíz entera k es, necesariamente, un divisor (positi 
vo o negativo) de a, ;más en general: se veque si la ecuación da 
da tiene una raíz racional - (con p,q, enteros positivos o 
negativos, primos entre si), entonces > p es necesariamente 
un divisor de a, Y 4 ,un divisor de ag . Por lo tanto, individua- 
lizados todos los divisores de ay yde a, se puede, con un número finito de 
verificaciones, encontrar todas las eventuales raíces enteras o fraccionarias de la 
ecuación dada. El número de tales verificaciones puede reducirse cuando previa — 


mente se haya, con cualquier método, acotado las raíces reales de la ecuación, es 


decir, se hayan determinado intervalos en los que ellas caen ciertamente. 


Obsérvese, todavía, que en la búsqueda de las raíces racionales de una ecuación 
con coeficientes enteros, conviene previamente hacer el cambio de incógnita defi - 


nido por la z= q , con lo que la ecuación dada se transforma en la 


Pra Pira eS De aat+ Ba =0 
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que tiene todavía sus coeficientes enteros y en la que resulta evidente que una even 
tual raíz racional de ésta es necesariamente entera, debiéndosela buscar entre los 


divisores de dh" ay 


7 - Teniendo en cuenta el ejercicio precedente, resolver las 
ecuaciones algebraicas siguientes: 

WM 2-222+2=0 ; e -ariyzri=0 ; 

6) 52 -(r+ai)2l(r+aipz+5=0; (4) 22-52 +422-52+2=0 ; 


6 2% 


-52+52-2=0 ; (6) 26428 -2%+2%2 -22-1=0 ; 
m abriartadr daa 2-0 (8) 3é+14 7 +2 4282 -10=0 5 


Se encuentran las siguientes raíces: 


a +2 [y 22D +i 2120]: 


fa 11113 +1/3+1 
Ñ 2 2 


, , ; 


(8) 1, 2+1 


AA AE 


A 


y E 
Mas 


11143 
2 


La (7) , que es recíproca de 1% clase, tiene una resolvente de 3% grado que 


admite una raíz racional; se llega finalmente a que las raíces de la (7) són 


-1ti Ú15 1+V22V2V2 -1 a-V2tiVaVz+1 
4 


po 2 » 2 


Para la (8) búsquense las raíces racionales; se encontrarán dos y entonces... . 


8 - Reencontrar los resultados ya establecidos en los ejerci- 
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cios 23, 24 del Cap. XI resolviendo las ecuaciones recípro— 


cas Pj1=0 en los casos n=3,4,5,6, 8 


9 - Determinar la condición que debe verificar una ecuación 
de 3% grado api+ajzo+ayz+ag=0 para que pueda transfor 
marse en una ecuación recíproca mediante un cambio de in — 


cógnita del tipo z=kt , (k%0) 


2 


4 , 
La ecuación tranformada es a, A a 22, aykt+a¿=0 y ésta será 


recíproca de 1% clase si ay LK - a. a¿k , o recíproca de 2% cla- 
P A 
se si ayk= 3, a, k?- -agk . Enel 1% caso debe ser k-= E y 
entonces 
3 - A 
1 e = La, 3 0) 
a, 

en el segundo caso debe ser k=- Sr llegándose igualmente a la (1), que 


constituye, por ende, la condición buscada. Supuesta la (1) satisfecha se logrará 
a 
la transformación buscada poniendo zp =* + t 
1 
En lo que precede hemos supuesto ay, AO .Si a, = 0 debe ser también az= 


í a 
= 0 y se deberá asumir k= per ; pero las condiciones 2, =2,= 0 es 
tañ incluidas en la (1) . Realícese una aplicación a la ecuación 8 2 2zl+ 


+12z+1=0 


10 - Estúdiese la misma cuestión del ejercicio precedente pa 


ra una ecuación de 4% grado apzt+a, 2 +a92?+a32+8,=0 


Para la reducción a una ecuación recíproca de 1% clase se encontrará la condi- 


ió 2 deberes adoptar dk == 01 2 20 k-]/ 4 
ción ayaz= 2 24 yse rá adoptar k= a a o k=/-30 


si aj=a3=0 .Parala reducción a una ecuación recíproca de 2% clase se en- 


contrarán las dos condiciones 2 EA = A Ay , 83=0 ,etc.,etc. . 
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11 - Determinar las condiciones para que una ecuación de 4% 
4 3 2 
grado az +a¡z +23 +a3z+a¿=0 pueda transformarse en u- 
na ecuación bicuadrada mediante un cambio de incógnita del 
tipo z=t+h 
E A 4 3 y? ca 
La ecuación transformada es agt' +(4aygh+a,)t'+(6ayh"+3a, h+ag)jt+ 
+ (4 ayh +30, M+2a,h+a9)t+ an =0 y ésta resulta bicuadrada — sola- 
mente si 4ayh+a,=0 , 4ay +32, +2a3h+a¿=0 . Debo, por lo 
a] ARE 
tanto, adoptarse necesariamente h-- 280 y la condición buscada resulta 
Las 
d -4aya,ay+8m%)ay=0 


Realícese una aplicación en la ecuación 21-44 -422+162-16=0 


12 - Determinar la condición para que una ecuación de 4% gra 
do tenga dos raíces opuestas y resolver, posteriormente, u- 
na ecuación de tal tipo. 


Si p , Pp son las dos raíces opuestas, el primer miembro ay A, a a+ 


+A, 22, a32+a, de nuestra ecuación debe ser divisible por 22 - p? 


Realizando la división se encuentra el cociente 2 2? +89,2+ (a, p? + 27) yel 


resto (A, p? + az) Z + (89 p* +49 p? +a4) . Este último debe ser idénticamente 


nulo, de donde sigue p? o. y de aquí que la condición buscada sea 
e 


da a 
+aa¿=0 . (1) 


2 
0 
Hemos supuesto a, AO ¡si a, = 0 debe también ser ag =0 Zo que que- 
da señalado también por la (1) 2 ; pero en este caso la ecuación es bicuadrada y 


tiene siempre un par de raíces opuestas . 


4 


Como ejemplo resuélvase la ecuación z*+3 2% -1222-48z -64=0 


13 -Resolver la ecuación 


3222 d+ 132-622 +15=0 


533 XVIn - 15 
sabiendo que una de sus raíces es igual a 2+i 


. Puesto que la ecuación dada tiene sus coeficientes reales, tendrá también a 2- 


1 


-i como raíz y entonces su primer miembro será divisible por (2-2-i)(2-2+) 
=22 -4z+5 . Realizando la división se encuentra el cociente 32% - 10 2% + 
+622-102+3 que, igualada a cero, proporciona una ecuación recíproca de 40 


grado, etc., etc. 


14 - Resolver la ecuación 


Em) = 22 -5(8 +5) 2% +5(7 +35) 2 + 2(11+5 15) =0 
sabiendo que tiene dos raíces dobles. 
+ Tales raíces dobles deben verificar la ecuación 


12) = 102% -158+ V5)22+5(7+3 VU 5)=0- , + 


que tiene las cuatro raíces 11 , 2 PELE . Se verifica fácilmente que la e- 
cuación dada queda satisfecha solamente para Z=-1 y para z= 3 = 5 y es- 


tas son las raíces dobles a, B dela misma, Habrá, además, una última raíz 
Y que se puede obtener de inmediato teniendo en cuenta que la suma de las raí— 
ces (osea 24 +28 +7 ) debe valer cero (ver "Lecciones", Cap. XVII, n%, 


teor. 1); se encuentra, de este modo, Y =-(1+ Ya e 


15 - Resolver la ecuación 
to-=2%-gr2 232 +30+V2322+(6+42)2-(10+7V2=0 
sabiendo que tiene una raíz triple. 
Tal raíz triple debe verificar también las dos ecuaciones 
1) 4% -38+2V2)22+61+2)2+(5+4/ 2=0 
£r(2) = 1222 -6(8+2V2)2+6(1+ Y 2)=0 
4 A» de 
de la que la segunda tiene las raíces as 1+Y2 . Se encuentra que sola — 


mente la 1+VY2 esalavez raíz de f'z)=0 yde f(z)=0 ;por lo tanto, se 
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trata de la raíz triple a buscada. Habrá, además, otra raíz f que se obtie 


ne observando que la suma de las raíces (es decir 3a+P) vale 3+2/ 2; 


de aquí sigue que B es igual a Y Aa 


16 - Determinar las condiciones para que una ecuación de 4% 
grado 
atra, 2 a92l+a32+2,=0 (1 
tenga dos raíces dobles. 
Si a, fp son las dos raíces dobles, el primer miembro de (1) debe identi- 
2 a 2 2 
ficarse con ag (2 - a) (2 -P) =ap[z -(a+p)z+ ap] . Si ponemos 
ACOR p ., ap = q podemos decir que deben existir dos números p,4 
tales de lograr que resulte el primer miembro de (1) idéntico a apí2?+pz +q)?- 
a[ ropa po +29)22+2pq2+q2 ] , es decir, tal de tenerse 
22,P=28 , ay(o? + 29) = a, , 2a9Pq=a3 , 299 =2, 


a 4aya-% 
De las primeras dos se obtiene p= re . Qq= A y, sustituyen 
y 820 


do en las restantes, se llega a que las condiciones buscadas son 


2 2? 

z a (4ayaz - 23) (4aygaz- 231) 

A Wal Dr As Y ay. — 2% 
3 8a3 4 64 aj 


17 - Examinar si la ecuación 
7 6 5 4 3 2 
f(z)=72% -60z +62z -45z -10z +14z -1=0 
tiene raíces múltiples y, posteriormente, determinar todas 


sus raíces. 


Buscamos el máximo común divisor de los dos polinomios f(z) , f'(z) ;¡pro- 
cediendo con el método de las divisiones sucesivas se encuentra que tal máximo co 


mún divisor es 12 pS =/B Z -z+1 . El cociente de la división de f(z) por tal 
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m.c. d. resulta 621 -2%+522-2-1 . Por lo tanto la ecuación 


6dt-Br52—z 


0 a) 
tiene todas las raíces de la ecuación dada, pero simples. Se ve fácilmente que la 
(1) tiene las raíces racionales z= 2 y a = y tras ello se encuentran 
sin dificultad las otras dos raíces z=Zi .Laraíz LL amula también a 
ft(z) y f'(z) siendo, por lo tanto, triple ¡la - + anula también a f'(z) 
+ 


siendo, entonces, doble ; las otras dos raíces Hi resultan, por ende, sim— 


ples. 


18 - Demostrar que el polinomio P,(x) de Legendre ( véase 
Cap. VIII, ej. 23) tiene la totalidad de sus n rafoes, reales, 
simples e interiores al intervalo [1,1] . 


Por definición se tiene 


n 


e? -1) 


n 
2_ 1) tiene las raíces -1, 1 múltiples de orden n 


El polinomio f(x) = (x 
y entonces su derivada primera f'(x) tiene las mismas raíces -1,1 múlti — 
ples, pero de orden n-1 , Por el teorema de Rolle tendrá otra raíz real, En d 
interior al intervalo [ -1,1 ] ; la derivada segunda tiene las raíces -1,1 múl 
tiple de orden n-2 y, nuevamente por el teorema de Rolle, una raíz Bar in 
terior al intervalo (-1, 5,1) yotra Ex interior al intervalo ( En ¡pro 
siguiendo de este modo se llega a la tesis. 
19 - RELACIONES ENTRE COEFICIENTES Y RAICES DE UNA 
ECUACION ALGEBRAICA - SUMA DE LAS POTENCIAS. 


DE IGUAL ORDEN DE LAS RAICES (ver "Lecciones",Cap. XVI, 
o 
n” 8). 


Expongamos otro procedimiento para el cálculo de las potencias k-ésimas de 
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las raíces de una ecuación algebraica; obtendremos así las denominadas fórmu- 
las de Newton quedan las si por recurrencia. 


Considerada la ecuación algebraica 
f(21=292 +2] LA +ay12+9=0 


con las raíces B, + Ba Pd Bn (en general no todas distintas), ya sabe- 


mos que se satisface la identidad 


E e BE o e EE, 7) 
=P Ba 2- Po 
Con una aplicación de la regla de Ruffini se encuentra, para ¡=1, 2, ...,n 


aye prapt a pj pray 


£(z, 

=p 
n-1 n-2 

+(M9Pj +P; +..+27P, +81) 


y entonces el 22 miembro de (1) vale 


nap ys nap apsy+ a, S, +nayad, + 


+ (29 Sp-1 +9 Sp-2+ +>:+9p-28,+n An-1) . 


Identificando este polinomio con el que figura en el 19" miembro de (1) se obtie 


nen las fórmulas 


ay s¡+a,=0 
a¿89+9,5,+2a9=0 


Ay 83 +2, 87 +45, +3a,= 


a (2 
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que permiten el cálculo por recurrencia de S1> 5250» 8 


Para extender el procedimiento al cálculo de los Ss, , Ss obsérvese 


e td 


que dela £(P=0 sigue BPNBp)=0 , (i=1,2,...,n ; p=0,1,2,...) va 


le decir 


, Mp, papa p+1 Pp 
ap api ++ Pi +2. Pi 


sumando respecto del índice i se obtiene 


+A Sp=0 


M0 np +1 np? c+ + ni Bp+1 p 


y, por último, poniendo p=0,1,2,... 


M5 +48 ++. , 
051 +18 +. pr 
(21) 
E E 
; | 
Estas últimas fórmulas permiten, sucesivamente, el cálculo de no 
A Las (2) , (2') son las fórmulas de Newton buscadas. 
Para el cálculo de las Ss, ,Sy,8Sg+.... basta aplicar las mismas (2), (21) | 
a la ecuación recíproca de la dada: 
2 n-1 pl | 
a? +2? +...+2,2+2p y (m0) 


20 -¿Qué condición deben satisfacer los coeficientes de la e 


3 | 
cuación de 3% grado a Aa +ayu+aj=0 para que sus raíces 


Bi» Pa» Bg verifiquen tas relaciones 


A: E 
Po* Pa P,* Ba B1* Pa 


La relación dada equivale a esta otra 3(Po Pz+ Ba P.+ Br B)+ s30; 


2a9 
== ¡yde > 
% 


a 
pero se tiene Pz Py+ Py P,+ MA » 


quí que la condición buscada sea ay 23+ a =0 
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21 -¿Qué condición deben satisfacer los coeficientes de la e 
, 
cuación del ejercicio precedente, para que dos de sus raíces 
sean opuestas? 
Si dos de las tres raíces P,, Pz Pg Ssonopuestas debe ser ( P,+ By» 


(Bg+ By) (P,+ P)=0 y viceversa . La última relación se puede también es- 


cribir (s, - P1) (81 - P2) (81 - Bz)=0 osea (Pz Bg+ Pz P1*P1 Ba)s,- 


a a a 
-P, Pa Bz=0 . Se deduce que la condición buscada es dE iS TR 


=0 , vale decir, ayaz-a2,29=0 


22 - Escribir la ecuación de 3% grado cuyas raíces Bo Ba» 


Pz verifican la relaciónes 


Bp+ Bar Ba=t , Bir Bar Pg=2 , Pi BaPa==1 


a a 2a 
Debe ser - > = A, — E =-1 , de lo que,asumien- 
0 


do  ay=1 ,se obtiene q 4 


23 - Escribir la ecuación de 4% grado cuyas raíces Br ¡ Bo 
P3, Pa satisfacen las relaciones 


s1=-2 , s3=1 , s3-0 , P, PPyPy=3 


Estas relaciones se traducen en las 


2 
a e es io EE 
a a ' 2 20 a? 


sE S 
a a4=3 


24 - En la ecuación 22+22 +22 +b27-z+1=0 , determinar 


las constantes a,b sabiendo que 
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Debe ser 4-2a=6 , -S8+6a-3b=-3 ,dedonde a=-1 , b=- 


25 - En el ej. 74 de Cap. X se ha encontrado que la ecua- 
ción x3+3x-5=0 tiene una sola raíz real a comprendida 
entre M'=1,15415 y 4'"=1,15418. La ecuación tiene otras dos 
raíces complejas conjugadas piir (con Y > 0).Proporció - 
nense valores aproximados por defecto y por exceso de fB y 
de Y 

Las fórmulas a través de las que se expresan la suma de la raíces y la sumade 
sus productos dos a dos resultan en este caso: a+2f$ =0 , 2aB +p% 


+ 1?2=3 , de donde 


-0,57709 < PB < -0, 57707 , 1,9997 < Y < 1,9998 


26 - En el ej. 75 del Cap X sé ha encontrado que la ecua — 
ción xP +5x%-1=0 tiene :3 _Yaíces reales para las que se 
cumplen las acotaciones : 
- 4,998399 < a < - 4,998362 $ 
- 0,694204 < PB < - 0,694196 ri (1) 
0,648654 < Y < 0,648655 
La ecuación tiene otras dos raíces, complejas conjugadas , 
piiqg (con q >0) . Proporciónense valores aproximados por 
defecto y por exceso de p yde q.. 


Escribiendo que la suma de las raíces vale -5 yque su producto vale 1 ,se 
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obtienen las a+f+TY+2p==5 ,  apY (p.+q.)=1 , de donde 


5 ar p +7 57 
a E a 
apy 


De aquí es fácil deducir, en base a la (1): 
0, 021951 < p <0,021975 ; 0,666189 <q <0,666197 
27 - RESULTANTE DE DOS POLINOMIOS; DISCRIMINANTE DE 
UN POLINOMIO (cfr. "Lecciones", Cap. XVII, n% 9) . 

Verificar que las dos ecuaciones algebraicas 2? -22%+32 - 
26=0, 24-2:+2-2-0 tienen una (y solamente una) raíz 
común . 

Basta hacer ver que el máximo común divisor de los dos polinomios considera - 
dos es de 1% grado; se encuentra, en efecto, que tal m. c. d. es z-2 (lara- 
fa comúnes z=2 ). También se habría podido igualar a cero el resultante de 


los dos polinomios; pero habría sido demasiado laborioso el cálculo del determi — 


nante de 9% orden. 


28 - La misma cuestión del ej. precedente para los siguien - 
tes pares de ecuaciones algebraicas: 


622 -1322 + 197 -7=0 y 
1 
4 0) 


225. 2t 4734 472 +92 -5=0, 


32" - 42 -42 + 92462 - 922 -32+2=0 , 
(2) 
62% - 522 +92 -10=0 


29 - Verificar que las dos ecuaciones algebraicas 


dz 4d + 92-82 +5=0 32 + 32 + 22? + 22 -20 


tienen dos raíces en común. 
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Se encuentra que el -m, c. d. de los dos polinomios considerados es z2-3z + 


+5 yde aquí... 


30 - La misma cuestión del ejercicio precedente para los si- 


guientes pares de ecuaciones algebraicas: 


2-38 +52? -15=0 
(dos raíces comunes) (1) 
A -422 -32+3=0 
22% 410% 224 27 -10=0 
5 (tres raíces comunes) (2) 


210 


31 - Determinar los valores del parámetro k para los que 
las dos ecuaciones algebraicas f(z)= Pd -É +z-k=0 , g(z) = 
=23 22, 27 -2k=0 tienen, por lo menos, una raíz común, 

Se puede anular el resultante de los dos polinomios f,g o también buscar el 
m.c.d. (f,g) e imponer que el último resto sea nulo. Todavía más simple en 
este caso es observar que si las des ecuaciones admiten una raíz común, ésta de— 
be también ser raízde f-g=0 ,osea k-z=0 , de donde dicha raíz debe 
tener, necesariamente, el valor k . Pero z=k satisface a las dos ecuacio — 
nes dadas solamente si k% -k2=0 , de donde k-=0 


k=1 


32 - La misma cuestión del ejercicio precedente para las dos 
ecuaciones algebraicas 
42% - 6kz? + 4(2+3k)z + k(10+11k) = 0 
4 3 2 
zo - 32% -2(143k)2" + (9+8k)z + k(L0+11k) = 0 
Procediendo como antes se ve que una eventual raíz común debe verificar la 
7 22% + (1 -4k) 2 = 0 , y de aquí que no.puede ser sino z=0, z=1%2Vk. 


La raíz z=0 es común solamente si k=0 o k= -+ ; las raíces avr 
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son comunes si k verifica la ecuación 3k?-8k+5-=0 osea, si ko 


k=1 


33 - Expresar por medio de las sumas Sk de las potencias k- 
ésimas de las raíces Br By ---» Bn de una ecuación alge — 
braica, la condición para que tal ecuación tenga, por.lo me- 
nos, una raíz múltiple. 

Tal condición equivale, manifiestamente, al anulamiento del determinante de 
Vandermonde de las raíces, o también al anulamiento de det(VVT) donde V de 


-Signa la siguiente matriz 


1 E oras 1 

PB Ba Ba 
e UD e 
no a 


Por lo tanto la condición buscada se escribe 


n s1 B2 coo... Sn-1 
81 82 O: Sn 
82 s3 A mi | =0 
Pn-1 Sn ES 522 | 


Puesto que las Sk pueden expresarse racionalmente por medio de los coefi — 
cientes de la ecuación dada, el determinante simétrico indicado resulta ser una fur 
ción racional de los mismos coeficientes que, salvo un factor, debe coincidir cor 


el discriminante de la ecuación. 


SAA 
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34 - ACOTACIONES PARA LAS RAICES DE UNA ECUACION 
ALGEBRAICA 


(con ayz0 )esun polinomio de grado n , fijado 


n 
si f(z)= sE A 2 
k=0 
arbitrariamente un punto Zo » puede escribirse la fórmula de Taylor: 
() 
1(20) 
k: 


k n 
(2-2p) +29 (2 -2p) 


Se deduce 


SIR k 
[60919 Pole 2=m01* LE lama! 


y, con mayor razón, si se indica con pp) al mayor entre los nú 


4 
Isepl 1 fo! ¡E 
1 21 A fn-1) ! 


meros | zp) | 7 


n Di k 
lee] > 1291-12 -z0l. 4092 1*7201 , 


vale decir, suponiendo que Z sea tal de tenerse |z- Zo| >1 


n | 
líl >hbapgl:12-zpl - ee) 


.n | 
> la9|+]2-z1 idad TEEN 


Por lo tanto, si z , además de satisfatér la, | z-zp| >1 es también ca- 


po plz)" E 

paz de verificar l a, | - ECT? > 0 ,osea, es tal de tenerse | 2-2q|> 
(2 

>1+ e (condición que absorbe la precedente), resulta ciertamente 


| £(z) | >0 y, en consecuencia, z no puede ser raíz de la ecuación algebrai- 


ca f(z)=0 . Se tiene, entonces, el teorema 


I-Fijado arbitrariamente el punto zq , todas las raíces de 


la ecuación algebraica f(z)=0 están contenidas en el círculo 
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plo 


que tiene el centro en el punto Zy Y radio R(2y)=1+ Lao lr> 


donde p (Zo) tiene el significado antes indicado. 
De la fórmula de Taylor de punto inicial Zpy se puede también extraer que 


Lo! La 
lí] >| 121 e —— |: -%w!l 


| ep | | £m2) | 
y, llamando con Y E) al mayor entre los números er rad 
| e! 
A sigue que 


ka 
Im] > 101-6122! a 2-2, 


Por lo tanto, suponiendo | z -2p| <1 , se tiene 
n 
1-| 2 -zp] z-2Zg| 


| £t2)] >| £t20)] -(20)| 2 - 20] >| 1(20)|- (20) 


1-|2-2p| 
y entonces será ciertamente | f(z)| >0 si, además de | 2-zp¿|<1 , vale 


| zp) | 


también la |z-zp| < ——_—__— 
Lie] + e) 


(que absorbe la precedente). De a— 
quí que ; 


IU -Fijado arbitrariamente el punto 2z, todas las raíces de 


la ecuación algebraica f(z)=0 son no interiores .al círculo 
| £(2p) | 

| £t20) | + > Zo) 

e€ventualmente nulo) donde Y(zp) tiene el significado antes 


que tiene centro en el punto Zy y radio r(zp)= 


definido. 
Por los teoremas 1, 11 , la corona circular de centro Zy y radios ray). 
R(Zg) contiene todas las raíces de la ecuación. Haciendo variar Z¿ y tomando 


las partes comunes a las correspondientes coronas circulares, se pueden cons — 


truir regiones planas siempre más restringidas que contienen todas las raíces de 
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la ecuación dada. 
35 - ALGUNOS TEOREMAS SOBRE LAS ECUACIONES ALGE — 
BRAICAS CON COEFICIENTES REALES. 
Sea dada una ecuación algebraica 
1) =3y +2X +...+2,x+2,=0 , léo , 0) 
de grado n , con coeficientes reales. Nos proponemos hacer mención de algu — 
nos teoremas clásicos que sirven para dar indicaciones sobre el número de las ra 
íces reales de la misma que caen en un intervalo [ a, f ] prefijado. 

Dados dos números reales no nulos diremos que presentan(o están en) perma - 
nencia , si tienen signos iguales, mientras que presentan variación si tie 
nen signos distintos. Dado un grupo ordenado de núnteros reales llamaremos per=- 
manencias o variaciones del mismo a las que se presentan entre los pares de nú - 
meros consecutivos del grupo dado, tras haber suprimido del mismo todos 
los eventuales términos nulos. Por ejemplo, el grupo ordenado 

3 1 


, ¿As Drs Os RES A 


presenta 2 permanencias y 4 variaciones. 
»* 
Tras estas premisas enunciamos e) un primer teorema, denominado de  Bu- 


_dan y Fourier: 


1 - Dada la ecuación (1) consideremos la siguiente sucesión 


(llamada de Fourier) de n+1i funciones 


di pe) 


1), 16), 10 e. e-na o, 


formada con el polinomio f(x) y sus derivadas sucesivas. Da- 
dos después dos números reales -a,P (con a <P ) que no 


sean raíces de la ecuación dada, consideremos los siguien — 


(%) Por brevedad omitimos la demostración, que puede encontrarse en cualquier tratado de alge 
bra. 
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tes dos grupos ordenados de números reales 


(a) , Fa) Ma, e 


, 
MP) UB) e NB, 5) 
y designemos con p y q a los respectivos números de va- 
riaciones. Entónces, si p>4g ,la diferencia p-q es igual 
o al número de raíces reales de la (1) que caen en el inter 
valo [ a ,B ] (donde cada raíz es contada tantas veces co- 
mo lo HENAO orden de multiplicidad) o supera tal número 
en un número par. 
Un perfeccionamiento del teorema de Budan-Fourier se puede dar cuando a prio 
ri se sepa que la ecuación (1) tiene todas las raíces reales. * 


Se demuestra, en efecto, que: 


HI - Sila (1) tiene todas las raíces reales, el número p-q 
del enunciado precedente da exactamente el número de las ra 
íces reales interiores al intervalo [ a,fp ] 

De los dos teoremas precedentes se puede deducir fácilmente la denominada re 


gla de los signos de Descartes, expresada por el siguiente enunciado: 


II - El número de las raíces reales y positivas de la (1) es 
igual al número de las variaciones del grupo ordenado de 
sus coeficientes o resulta inferior en un número par al mis- 
mo. Si la (1) tiene todas sus raíces reales, el número de 
sus raíces positivas es exactamente igual al citado número 
de variaciones. 


Dem. Como f(x)=apgx"+..... 2 1) =nayxr + Na A Lai 


= n(n-1) ay O e) =m! ay , cuando x tiendea +0 todos es- 
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tos polinomios adquieren definitivamente el signo de ag y, por lo tanto, existe 
un número positivo P ,noraíz de (1) , tal que el grupo (3) no presenta nin 
guna variación (q=0) . Evidentemente no puede existir ninguna raíz real > f 
y las eventuales raíces positivas de la (1) caerán en el intervalo (0,P ) .Pa- 
ra a -0 C)elgrupo (2) es, obviamente, 

A 1: An > 2! am. » 3! A (n-1)! An >» n!:ag 


y éste presenta el mismo número p de variaciones ofrecido por el grupo 


0 Yi gs 


de los coeficientes de la (1) . Entonces, aplicando los teor, 1 , Il al interva — 
lo [ o,p ] y teniendo en cuenta que q=0 , se deduce la tesis, 

Un teorema más preciso que el teorema 1 lo constituye el denominado teore- 
ma de Sturm. Supondremos que la ecuación (1) carezca de raíces múltiples , 
hipótesis ésta que, como sabemos, no es restrictiva (ver "Lecciones", Cap.X VIH, 
n9 7 , teor, V). Entonces los polinomios f(x) , f'(x) son primos entre sí y si 
determinamos el m. c. d. (f,f') con el método de las divisiones sucesivas en— 
contraremos como último resto una constante no mula, 

Efectuamos tales divisiones sucesivas, teniendo cuidado de cambiar siem- 
pre de signo el resto de cada división antes de usarlo como 
divisor en la división sucesiva. Escribiendo, por uniformidad de es — 
critura, f,(x) en lugar de f'(x) , es decir, poniendo 

£(x) = £, (e) q,60) + r,(c) , £2(x) = - rx) $ 
£1(c) = £2(%) 49%) + Tab), f3(%) = — ra(x) , 


La lx) = fgbx) agb) + 130), Ljb)=-=rgk) ; 


1 ¿LAA o y sr ; 


() Se supone 2,40 ,esdecir, a-=0 noes raíz dela (1) 
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(£) constante no nula ), 
consideremos la sucesión de polinomios (de grado decreciente) 
10) , £100) , fot) . + 910) , fp (4) 
que toma el nombre de sucesión de Sturm. Tras lo cual estamos en condi- 


ciones de enunciar el Teorema de Sturm: 


IV-En las condiciones antedichas, si [a,f ] es un inter- 
valo acotado cuyos extremos no sean raíces de la ecuación 
dada, el número de las raíces (distintas, por hipótesis)de la 
misma que son interiores a tal intervalo está dado por la di- 
ferencia entre el número de variaciones que presenta la su— 
cesión de Sturm en el punto x= a y el número de variacio- 
nes que la misma sucesión presenta en el punto x- PB 

También de este teorema omitimos la demostración y nos limitaremos a dedu - 


cir una consecuencia. 


Se tiene f(2)=ay2 "+... , f(2)=fM(2)=nay 2, o... ysi, para los 
otros polinomios (4) , ponemos f,(z) =3j y DK, (k=2,3,...,P con 
n-1>n3>n3 >... >n,=0 ), cuando a  tiendaa -00 la sucesión de 


Sturm en el punto «a presentará definitivamente los mismos signos de la 
n n-1 n np. 
E O as E 


De aquí el lector deducirá fácilmente que 


Y -Condición necesaria y suficiente para que la ecuación f(x)- 
-0 tenga todas las raíces reales y distintas es que la suce— 
sión de Sturm se componga de n+l polinomios ( vale decir 
que Y=n , M=n2 >, D=n3 2D =1 , n,=0) cu 


yos primeros coeficientes tengan todos el mismo signo. 
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Advirtamos que, en las aplicaciones prácticas, el teorema de Sturm requiere 
cálculos muy laboviosos y por eso es siempre preferible estudiar el caracter de 
real de las raíces de una ecuación algebraica con los métodos expuestos en el Cap. 


> 0 


Mn 
Para los ejercicios sobre descomposición de funciones racionales ("Lecciones" 


Cap. XVII, n% 11, 12) véase el Cap. sucesivo, 
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CAPITULO XIX 
Complementos de cálculo integral 
para funciones de una variable 


1 - INTEGRACION DE LAS FUNCIONES RACIONALES (ver "Loc- 
ciones", Cap. XVIII, n% 11, 12 y Cap. XIX, n% 2). 


Como sabemos, la integración de las funciones racionales se basa sobre las fór 
mulas de descomposición de dichas funciones. Deseamos agregar aquí algunas in- 
dicaciones de caracter práctico que es útil se tengan presentes cuando se procede 
a la determinación de los coeficientes (incógnitas) que figuran en los numerado — 


res de las funciones racionales simples que descomponen la función dada. 


£(x á 
a) Sea e una función racional propia y supongamos primeramente 
que las raíces (reales o complejas) Aj Agro A de g(x) 


sean todas simples . 


En ese caso debe ponerse 


£(x) Aj Az An 
= . ho. + , (1) 
gx) ES Xx - A X= Ap 
y, para determinar los coeficientes Aj, Agro. An > basta observar que,de 


la (1), sigue 


(« - 91) fx) x- a x- 0 
a E A 


y, en consecuencia, haciendo tender x a aj, 


e («- 0) fx) 
A 
del 86) 
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de modo que, con una aplicación del teorema de De L' Hospital se puede afirmar 


que 
E a) 
Aia —— 
1 gay) 
y, análogamente, $ 
197) 1( 93) E Ap) o 


AE A E 
2= “gi Uy) 3" gag) 2” go) 
En el caso considerado se obtienen,entonces, fórmulas explícitas de fácil aplica- 


ción para el cálculo de A,,Az,..., A, - A los efectos prácticos basta tener 


presente el procedimiento seguido para llegar a ellas: imagínese la (1) multiplica 


da por x- aj , Póngase x= a y obténgase Az ; imagínesela luego mul - 
tiplicada por x - Ag Póngase x= Ay y obténgase Ay ;etc., etc. 

b) Sea ON una función racional propia, con coeficientes rea - 
les y supongamos que las raíces de g(x) sean, como antes, todas siniples, 
pero no todas reales. Vale, naturalmente, todo lo dicho en a) ; pero si se 
desea evitar la introducción de imaginarios, sabemos que, llamando con Ay» % 
... %g alas raíces reales y con P, El Yi pp tl Y, alos pares de 


raíces complejas conjugadas debe ponerse 


1(x) A Byyx+ Cy 
A a iia E AN + 
0 e 2 px pi Ta 
B¿x+C 
pS t t 6) 


2 px (pps 7h 


Los coeficientes Ar, A pueden calcularse directamente como en a) ; 


es decir, se tiene, todavía, 


_ fa) _ fa) 
pa " A: , EF y + 
Ara g'( aj) ga) 
() Nótese que resulta ciertamente gay) H0 , gua 0 ,...., EUA) 40 puesto que 
Ajos Ago yr.... %, son raíces simples de  g(x) 
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o sea que aun es aplicable la regla: A, se obtiene pensando haber multiplicado 
la (2) por x- ay yponiendo después x= ay ;etc., etc. 

Para determinar posteriormente los otros coeficientes Bj, , C¡ ,..... Sepa 
drá proceder del modo indicado en "Lecciones", obteniendo un sistema de 2t e- 
cuaciones lineales en Bj , Cj , .... , Bi , C¡ ;pero debe observarse que 
tales ecuaciones lineales pueden también obtenerse directamente de la (2) dando 
a x valores reales particulares (distintos de Ao My Ag )m- 
clusive una de tales ecuaciones puede ser obtenida multiplicando ambos miembros 


de la (2) por x y después pasando al límite para x —0w 


Por ejemplo, una vez puesto 


x+1 A B Cx+D 6) 


xx -1)(x2+1) x x-1 x2+1 


la determinación de A , B, C , D puede realizarse rápidamente así. 

Piénsese haber multiplicado la (3) por x y póngase después x=0 ;¡seob-= 
tiene, de inmediato, A=-1 . Piénsese haber multiplicado la (3) por x-1 y 
póngase, después, x= 1 ;seobtiene así B=1 . Piénsese la (3) multiplica— 
da por Xx y pásese al límite para x-——o00 ;seencuentra 0=A+B+C , de 
donde, C=0 . Por último póngase, por ejemplo, x=-1 ;seencuentra 0 = 
=-A- By DZC , de donde D=-1 

c) Cuando g(x) tiene raíces múltiples debe aplicarse la fórmula de descompo— 
sición de Hermite . Se pondrá, por ejemplo: 


Px+ 
q - 1? +1) 


= + 


(4) 
xi? xx x-1 x2+1 ax 


x2+3 A B Cx+D d [ 
+ + 


Lo primero que debe hacerse es calcular la derivada indicada; téngase presente 


que no conviene aplicar la regla de derivación de un cociente sino que es preferible 


pensar que se ha escrito 
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El é +10 + Px +0) -12 +13] 


y aplicar la regla de derivación de un producto. De tal modo la (4) resulta susti- 


tuida por la 
+3 A, B_,Cx+D, 3Mx”+2Nx+P 
xr? xr x-1 x2+1 e-1242+1 


(41) 
ama EN PQ) Lx (Ma y No + PQ) 
e -1i a? 1) ex - 1? e? + 1)? 


Ahora puede observarse que A se obtiene inmediatamente multiplicando la (4') 
por x y poniendo después x= 0 ;seencuentra así A=-3 

Ecuaciones lineales entre B , C , .... , Q pueden después deducirse in- 
mediatamente a partir de la (4') , Por ejemplo, multiplicándola por (Xx - y y 
poniendo después x=1 seobtiene 1=-(M+N+P+Q) . Multiplicando por 
x y pasando al límite para x-—o0 se obtiene 0=A+B+C ,osea, B+C= 
=3  , No queda ahora sino dar a x cinco valores (distintos de 0 y de 1 ) 
para obtener otras cinco ecuaciones en B, C , ..., Q ¡ete., etc. 

d) Otra cosa a tener presente es la siguiente. Si la función racional considerada 
es una función par o impar de x  , puede asegurarse a priori que ciertos coefi - 


cientes son nulos, 
2 


Consideremos, por ejemplo, la: _ E , que es par; debe ponerse 
(+1) 
2 _Ax+B, 4 | Aénatirsia ] ] 
er. xs 1 q? + 1)? 


pero puede observarse que, debiendo ambos términos del 2% miembro ser funcio— 
nes pares (y por ende impar la función a derivar), es necesariamente A=0,N= 


=0 , Q=0. 


Queda, entonces, 
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2 


xo B d [5 
Ary 1 a 


= + 
y? 


B 3Mx+ PP 4x (Mx + Px) 
y CE AS RE) 


xo +1 0 + 192 0? + 190 


2 


Poniendo x=0 resulta 0=B+P ; multiplicando por x” y pasando al lí- 


mite para x-—«b se encuentra 0=B+3M-4M ,osea, 0=B-M ; po- 


3M+P_ 4(M+P) 


1 B 
niend E a 5 = 
endo x=1 , resulta 3 ] , osea, 1-4B+ 


+2M-2P ., Se logra así B=-+ $ M=+ i =-+ 


e) Téngase presente por último que algunos tipos particulares de funciones ra= 
cionales pueden llegar a integrarse más fácilmente utilizando oportunas integracio 


nes por partes o por sustitución. 


2 -Calcular las siguientes integrales indefinidas: 


2 3 
AS La * > 4 + 50) [rr 
O 3 x +3 x? -20x2+ 64 xa 42 
4913 - 4 
o [rte 2xtr dd a 
4x? » Xx PS -6x2 +1 


Consideremos la integral (1) ; se tiene e - 32 =x+3 = (x + 1) (x -1) (x -3) y, 


por lo tanto, la función a integrar se descompone del siguiente modo: 


3x -1 E rn a 
(+ 1) 1) 3) x+1' x-1' x-3 


Multiplicando ambos miembros de esta identidad por (x +1) (x - 1) (x - 3) 
se obtiene 


3x -1=A(x - 1)(x - 3) + B(x + 1)(x - 3) +C (2 + 1)(x -1) 


Poniendo ordenadamente x=-1 , x=1 , x=3 se obtiene de inmediato 
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1 1 
Ash» B=-=+$ , C=1 


concluyendo que la integral (1) es igual a 
- + Log (e +1) - Flog (x -1) + log (x -3)+ 0. mM 


Con procedimiento totalmente análogo se encuentra para las integrales (2) y (3) 


1 1 
log + 2) - [log (4 2) - Flog (x + 4) + ¿log (x 4) +0 ... 
a+ 2 
-21ogx+log(x-1) + log(x=1 -1/3)+log(x-1+/ 3)+C=108 == +0 
x 


Examinemos ahora la integral (4) . La función racional que interviene es im - 
propia, debiéndose entonces descomponerla previamente en la suma de un polino - 
mio y de una fracción propia (realizando la división del numerador por el denomi= 


nador). Se encuentra así 


160x480 -1 d+ 2x-1 
AT 2 EA 
4x3 -x x(2x +1) (2x -1) 


debiéndose después plantear 
4124 2x -1 A B le e) 
xXQx+1)x-1)  x : 
Se obtiene así A=1 , B=-“1 , C=1 y, en definitiva, la integral (4) es 
igual a 
2 L Y 
2x% + 2x + logx - 3 log(2x +1) + 7 log (2x-1)+C . (4) 
Análogamente para la integral (5) se encuentra 


2x+3 log(x-1-1/2) +3 log(x-1+1/2) -3 log(x+1-/2) -3 log(x + 1/2) +0 = 


A 
=2x+3l08 LL. fp) 


x*+2x-1 


) También pudo haberse puesto inicialmente 


a 
EA a A 
4x3 -x x 2x+1  2x-1 


y calcular sucesivamente a, b, A, B,+:C 
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3 - Calcular la integral indefinida 


dr Em) 


Si indicamos con f(x) al denominador, vale la fórmula de descomposición 


AS se 
1) 7 Ak A 
pero es fácil ver que 
£'(k) = (k -1) (k -2)....1* (-1) (2) ..... (« -n)= (k - 1)! A a o) 1 
y por lo tanto se concluye que la integral en cuestión vale 
n- 


res 


log (x -k) + 0 
Genial AO 


4 - Calcular las siguientes integrales indefinidas 


5x2 x2+1 3-2 
a) 3 do; (2 | 8) j 
AA xo -2x +5x 4 


dl ¿2 
dx ; (5) a : 6) == 
x A 3x+ 3x? -3x 4 x* 


Consideremos la integral (1) . Se tiene x7+x2+4x+4=(x+1) (x2+4) de- 


biéndose entonces plantear la descomposición: 


5x2 A Bx+C 
A 


rr x+1 + 


Multiplicarido por el primer denominador se obtiene la identidad 
Bl 5x2 = 4? + 4) + (Bx+C) (4 +1) 


y para que ésta se satisfaga debe ser 
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A+B=5 B+C=0 , 4A+C=0, 


dedonde A=1 , B=4 , C=4 Ú). se tiene, entonces, 


2 

5 dx 4x -4 

PBITO > I j .e .f dx 
Ar x+1 + 


y entonces la integral (1) “vale 


log (x +1) +2 log (x” + 4) -2arctg +0 A (a) 


Con análogo procedimiento se encontrará para (2) y (3) los resultados 


ll 


Hb 1ogx + É log (e -2x +5) + arotg FO e 
+ log? +2x+2)+ É logis? -2x+2) - E arotg (x+1)- + arotg (x-1)+C . (3) 


Consideremos la integral (4) . La fracción que interviene es impropia por lo 


que primeramente logramos 


2 
A A PA. 
x%-1 x%-1 +1) (0-1) (1241) 


debiéndose después plantear la descomposición 


x? A B Cx+D 
BE y LED, 


As 


RrDA-12+1) x+1 


que equivale a la 
x? = Ax -1) (2 +1) + B(+ 1) (12 + 1) + (Cx + D) (x? -1) 
Si en ésta se pone x=-1 se obtiene AP ¡sise pone x=1 se ob= 
tiene B= + . Tras esto, con x=0 , be deduce D= + y, por último, 
dividiendo por Y y pasando al límite para x—+00  seobtiene C=0 . En 


conclusión la integral (4) vale 


1) Con mayor rapidez pudo haberse procedido asf. Si en la [*] se pone x=-=1 , se obtiene 
A-1 ;trasesto se pone x=0 yseobtiene C=-4 . Por último si se divide por x2 y 
se pasa al límite para x=»eco , se deduce B=4 
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a 


E l 1 de 
3 7108 +1)+ pr log (x -1)+ y *rctgx+C 3 (4) 


Para las integrales (5) y (6) se tienen los resultados 
2x - logíx +1) + log (x -1) - 2 1og (e + 3x +4) + 


2 


E + og ps -4x? -1)+0 , (6) 


5 - Calcular la integral indefinida j m donde n +«s un 
ai 


entero positivo. 


Las raíces de la ecuación x" -1=0 sonlas raíces n-ésimas de launidad, va 


2 n-1 


Taecia. Ta E ss Es sa a E , donde se ha puesto 
2 E 
E =e =co08 <— +1 sen 


Se tiene entonces la fórmula de descomposición 


1 ¿lA 
A a el 
y de aquí 
n-1, 
dx 1 k k, 
= +2 E log(x-£€£ )+C . (2) 
x =t k=0 


Con lo hecho el problema ha quedado resuelto; pero no se tiene el resultado bajo 
forma real (interviene el número complejo £ ) Para pasar a tal forma convie- 
ne distinguir los dos casos de n pary n impar. 

Si n es par, poniendo n=2m y teniendo en cuenta que 

x ES m 2m 


€ = 008 y +isen 7 4 € =-1 €) =1 


se obtiene de la (1) 
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x2M-1 2m|x-1 x-€%  x+1 Kem+lx-€ 
y A a: E TT TE 
2m | x-1 x+1 KEI x-€ A E 


*k 11 1 21 (k, 2 
+) (+ E] - -—+) z - = 


x1 xa El ue, a 


+1) - 
(21) 
a kx 
2 sen En arctg ed +o 
m' A > " 
sen EL 
m 
Si n esimpar, poniendo n=2m+1 , se obtiene análogamente 
er AAA 
2mel y 
m 
Pa log (x -1) + ? cos EI. . 10g (1? -2x cos E, 1) 
2m +1 =1 2m+1 2m +1 
(21) 
2k 1 
- 2 sen arctg a El +e 
2m +1 sn 
2m +1 


Las (2!) y (2') pueden también deducirse de la (2), pero con un cálculo un po 


co más complicado. 


De las (21) , (2') sigue, por ejemplo 
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x=L 1 
A - arctgx+c E 
4 4 2 
E x+1 
dx pl, 9) 
= — log - , 
2-1 e x+1 18 
sE - L1gt-1) -210g 2+x+1) - 
31 3 6 


Proponemos al lector obtener nuevamente, trabajando en forma directa, estos 


resultados. 


dx 
xN+1 


6 - Calcular-la integral indefinida S , donde n es un 
entero positivo. 


Procédase como en el ejercicio precedente, introduciendo las raíces n-ésimas 


(2k+1)1 i 
de -1 queestán dadas por e ” (k=0,1, n-1) 


La fórmula análoga a la (2) del ejercicio precedente resulta ser 


1 (Ck+ni (k+1)wmi 
PE.» AS a -n 


log (x -e 
xn+1 a = 


)+e , 


mientras que las correspondientes a las (2') , (2') son 


(2k + 1)51 
PA 


a! = 2k +1) 31 
cos pi + log pl -2xC0S 
2m 2m 
(2k+1)1 


(2k+1)m RETA 
- 2 sen —_——— + arctg —_—_—__—_—_— | +0 , 


am sen LED 


y 5 4 4 . 
( Para llegar u este resultado es necesario además aplicar la fórmula 


arctg ax +arctgf — arctg Es 
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dx = 
2m+1 5) 
1 mi (2k+1)1 2 (2k+1)10 
= log(x+1) — cos + log(x -2xc08——— +1) - 
2m +1 k=0 2m+1 2m+1 
(2k+1)1 
X=008 tes 
5 (2k+ 15, 2m+1 
250 ———— . arctg o AO 
2m+1 cn —— 
2m+1 
De estas fórmulas sigue, por ejemplo 
2 
ce x +x/2 +1 a ci 
xr aa 2 [241 
dx Va. a+ 1 1 x 1 pa 
=—— = — 108 ————— + — arctg + arctgx+o , 
+1 a x? -x3+1 5 1-1? Si 
dee 1 1 2 2x-1 
= y log(x+1) - ¿log (x -x+1)+ arctg 
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resultados que el lector puede establecer directamente. 


: ES 2x2 -3 
- Calcular la integral indefinida ——— dx 
de 


El denominador x1-x3 = Pl (x -1) tiene una raíz múltiple; aplicamos enton= 


ces la fórmula de descomposición de Hermitte, poniendo 
2 
2x" -3 A Sl B d Cx+D 


3 A 
x"(x-1) e dx x 


De esta fórmula, desarrollando la derivada indicada se deduce 
B 2(Cx+D) 


Xx 


Lo] 
E 
x-1 x? 


y, €liminando los denominadores, 


2-3 AR (A 1) HB Ox e 1) 2(CX+D) (X =1) 


XIx -8 562 
o sea 
2 3 2 
2x -3=(A+B)x -(A+C)x +(C -2D)x+2D 
Se deduce que debe ser 


A+B=0 A+C=-2 C-2D=0 


2D=-3 , 


3 


de donde A=1 A Tras haber sustituido en 


, Bs , C= 


la (1) se concluye inmediatamente que la integral buscada es 


x 8 ed 


x-1 2 zx 


log 


dx 
8 - Calcular la integral indefinida 


eye 


La fórmula de descomposición es 


1 A BxX+C ,d | Dm+E 
== A y e DEE (1 
ea a+ x-1 x2+1 0x| -1? 


y de ésta se obtiene inmediatamente 


A y BIO) D - 2(Dx + E) 
«-ia+i  x-1 x2s1 qa-y? * ay? 


2,2 3 2 2 
1=A(x-1) (x +1)+(Bx+C)(x-1) +D(x -1)(x +1) -2(Dx+E) (x +1) 
El sistema de 5 ecuaciones lineales que se obtiene para A,B,C,D,Ees 
el siguiente 


A+B=0 , 24-3B+C-D=0 , 2A4+3B-3C -D-2E=0 


24 -B+3C-D=0 , A-C-D-2E=1 


y tiene por solución a 


-1 sE AS mL OS 
e a o a e 


Sustituyendo en (1) se concluye que la integral en estudio vale 
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2x -3 


E 1 2 1 1 
— log (x - 1) - — log (x% + 1) + — arctg x + — -*- —_—_7 +C 
7 8 ( ) A 8 ( ) ñ 4 e -1? 
9 - Calcular la integral indefinida ——— 
3 + 192 
Se debe plantear la descomposición 
1 AB d [ cx2+nx+E ] 
A .— 
Arroyo x x+1 del x2a+D 
de la que sigue 
1 A, B_, 20x4+D - 2Ck7+Dx+ E) _ Ox 7+Dx+E 
Beryl xXx  x+1 x2(q+1) (x+1) Perry? 


1= ax)? px (4+1) + (2Cx + D) x (x+1) -2(0x2+ Dx + E) (x+1) -(Cx?+Dx+ E)x 


y, sucesivamente, para A, B,C,D,E el siguiente sistema de ecuaciones li 


neales; 

A+B=0 , 2A+B-C=0 , A-2D=0 , D+3E=0 , -2E=1 , 
se obtiene A=3 , B=3 , C=3 , D- 2 A E=-+ , y en defi — 
nitiva, 

dx x 6x? + 3x -1 
AO +0 
Xx? (+ 1)? x+1 2 (q+1) 


10 - Calcular las siguientes integrales indefinidas 


E dx 
a) —— «x 5 o |—*= 
j +1)? j $ +1)? 
2 e 
(8) AA A eN A 
y? ay? 


6 
6) ra e | ——— 
(+1) et + x2 + 1)? 
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de yS 
m A A 
J EEN) iron, 


Usando sistemáticamente la fórmula de descomposición de Hermite, se encon — 


trarán los siguientes resultados: 


1 
(1) z (arctg x - )J+e G 
+1 
2 
3 e 3x9 -3x -2 
(2) 16 log + +0 > 


x+1 se -12 +1 


2x-1 E 
(3) 2 1og(x+1) - L1og(x? -x+1)+ El arctg A 
, 2 3/3 3 
d y3 3(x3+1) 
e dl 
4, log —— + —— +0 
(4) pz en , 
A Al: 33x” + 40x7 + 15x 
ETE A e z 
16 48 A 
2 Se 
(6) Flog EL EL, 2 arcty 213 LE E 50 , 
2 eL EJ 1-=xE xi 1 
2x -1 
(7) log x - Flog (x +1)+ E log(x?=x+1)- - arctg + 
de 
1 ato 3 a 
5 +1) 
3 
6) . F1ogpó +19 + 0 
ep + 1)? 


11 - En ciertos casos en que se deba calcular la integral de una función racional, 
una oportuna integración por partes puede trasladar el cálculo al de una integral a- 


náloga más simple o, inclusive, llevar sin más al resultado final. 


Por ejemplo, en la integral (8) del ej. precedente, se tiene 
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e Me ES Je de 
—= -3 EP E 
0,1)? SES ES 


LL og yo E 


. 


y este resultado coincide, salvo una constante, con el del ejercicio precedente, co 


mo es fácil verificar. 


12 - APLICACIONES DEL METODO DE INTEGRACION POR 
SUSTITUCION (cfr. "Lecciones", Cap. XIX, no 3). 


Calcular las siguientes integrales indefinidas: 


3 
pS co [dea E E 
x- fx Vx-1 


o [2 dx; (6) a o |El E 
x-1 


(7 dx ; (8) == 
A Es 


Son todas del tipo 


con R símbolo de función racional; a ,f , 7, $ constantes (con ad - 
-PY 40 ); m,n,...., Pp números racionales , Sabemos que debe 
Le , donde k es el mínimo común múlti- 


plo de los denominadores de los citados números racionales m,n,....,P , 


realizarse la sustitución 


reduciéndose así el problema a la integración de una función racional de t 


Para la integral (1) sé debe entonces poner x= 2 , Obteniendo así 
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fe: Z 
2 


Para la integral (2) se pone x= E y se encuentra 


— - 2108 (t-1)+c0=2l0g(Yx -1)+0 (1) 


Los dt=6 ér - A 
fa tr eori 
6 2t+1 
- Pera log (1) - log (+ t+ 1)+2/3 arctg L= +0- (2) 
Va 
A 1 + 1 E 
ES + 2log(X% 1) 108 (0% +x0 + 1)423 arotg Lo. 


Va 


En (3) y (4) se pondrá Pz = 12 y se encontrará, respectivamente, 
+ 


alg 30 
o lic li 
a+) a+) 
(3) 
= arctg Y LL Lx 29 1 dr 
1+x 2 
= log —— +2 arctgt+c= 
(4) 
PE 
+ 2 arctg A e 
1+x 


Análogamente para las otras cuatro integrales; damos a continuación las sustitu- 


ciones respectivas y los resultados que deben obtenerse: 


(5) sustitución x-1=12 ; resultado: x+4/x-1 +2l0g (x-Yx-1) - 


- foo e 


puede escribirse + arecos x ; justifíquese esto. 
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El V lx -1 V lx 


(6) sustitución 1+x“ e ; resultado: —=1l0g—_—=—-—=+c ; 
2 1x +1 x 
pe, x 2 x 
(7) sustitución E t ; resultado: (3-x) TEL -3arctg +0 5 
a 3 
(8) sustitución 1-x= E ; resultado: 5 log(1- (1) - + logx + 


Vo Ei a 


13 - Calcular el área del dominio T limitado por la cisoide 
x(x? + y2) - 2y2=0 y por la recta x=1 


Se encuentra 


1 
área 1.2 f x 
0 


habiéndose efectuado la sustitución 


Dd 
ax=16 | 5 
o (U1+t) 


z ? . sucesivamente: 


3 1 
bres 12 [9 aros | = 
(1412) o. + 


14 - Calcular las siguientes integrales indefinidas: 


aso) 
a) dx 6) 
(1- ao 1-x 


(4) | En : 6) [y 77? « O) 3: 


Todas son integrales de diferenciales binomias, es decir, del tipo 


xM (a+ pam? dx ,con m,n, p números racionales. Sabemos que una de ta— 
les integrales es calculable de modo elemental sólo en los tres casos siguientes; 


m+i 


A) p entero ; B) entero ; C) 


E 
a 1 +p entero 
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mediante las respectivas sustituciones 


ajbx" _h 
y C E 
) E 


Ax=t ) B arbe-ée 
donde k es el mínimo común múltiplo de los denominadores de m, n, y h es 


el denominador de p 


Para la integral (1) se tiene m==y , n= , p=-=2 , verificándose, 
entonces, el caso A ; con la sustitución x= (6 tal integral queda transfor — 
mada en 
O E A E E A 
( AS de des E 

5 1 1 2 
Ps e 6 
E 3: 
Ex rx l+ ion + Ze log ñ +0 
+1 Xx -1 
Para la integral (2) se tiene m=4 , n=3 a p=-+ ó a, 


por lo que se verifica el caso B  ;con la sustitución 1 -e a e se obtiene 


2 
(2) - 1 
EN (1-12) 


1 1-Vi-x?_ Vi- 
1-x0 


dt=....= 


A rs Ai 
is e 


Análogamente para las integrales (3) , (4) : 


(8) sustitución x*-1=(2 


Vxi - bso 
Xx 


; resultado _ (arctg 5 nl ; 


3 


9 3 3 
resultado ¿q (1 + YY (81454 


45 He + 40x) +0 


La integral (5) , enlaque m=0 , n=2 07 == a 


3 
(4) sustitución 1+ 


pertenece al tipo C , con la sustitución 
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se obtiene para la misma; 


at 3 ul at? + 1) 
6 3 E [ 3 arorgt + ]+e- 
=) (2.1? 4 PS 
Va 2 2 
= de [5 aro 13 4 aa 9 22%) | 12%] +e 
la 
x 


Análogamente para la integral (6): 


Via? 


x 


bx (o + 2%) Vitro O, 


az = 2 ; resultado - + arctg 


(6) sustitución 


» 
o 


15 - Determínense los casos en que la integral indefinida 


ES x sen? x dx 


con Tr sÑs , números racionales, es calculable de modo ele- 


mental. 

Poniendo senx=Y t (de donde cos x= v . e AMS 

2 t(1 -t) 
tegral en consideración se transforma en la siguiente 
S-] rl 
+) e a-9? a 
A A s-1 rat 

que es la integral de un diferencial binomio (m = 2 A A BS aa 


Por lo tanto los casos de integrabilidad elemental son 


(%) En lugar de arcte puede ponerse arccos x 


E 
(**) Análogamente si se hubiera puesto cosx= YE. 
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a) 1 entero, es decir, r entero impar ; 


+1 entero, es decir, s entero impar ; 


pr 
entero, es decir, r+s entero par A 


Aplíquese el procedimiento al cálculo de las tres integrales siguientes: 


VsenX qx, of 


E Y OA 
senxYcos” x si sen Xx 


se verá que el procedimiento equivale a realizar directamente las respectivas sus 


(1) 


cos? x 


tituciones 
¡ña 
1+y 


(1) senx= y? E cos x= y? » (8) senx= 


etc., etc. 


16 - Considerada la integral 
a U (a+ bx)” dx 


de un diferencial binomio, demostrar que valen las siguien — 


tes fórmulas de reducción: 


(M) bp +m+1) Ly p+a(m-n+1) a nte 


(2) an(o+1)hp pp +men +1) La pa 7 a + pm Pé 


(8) (+1) Ly, y + POP, pa 7 a + > 


Para demostrar la (1) obsérvese que puede escribirse 


rl CR RE 


(*) cuando r y s sonenteros, necesariamente resulta verificado al menos uno de los casos 
, B, C (cfr, Cap. IX; ej. 23). 


571 XIx - 16 


con lo que, integrando por partes resulta 


+1 
%. lr ¿amd at” mol ma + 2) ES 
bn p+1 p+1 


m-n+1* 
O A A J a a 


bn(p+1) bn(p+1) 
A, A 
bn(p+1) bn (p+1) m-n, p + PI, p! 


y de aquí, simplificando, se llega precisamente a la (1) . 


Para la (2) escríbase 


e a m p A _ py - 
toy Hr (a+ bx) (a + bx - bx) dx = 


2 fe (rat dx - 5f* els (a+bx”) P alaba”) = 


2 E 1 ma (e »p+Lm 
Pond e o id eS 
0 IE" 1 n P peo. > IAE 
apa  etx) a 1) Im, p+1 


y simplifíquese.. 


Para la (3) basta observar que 


m+1 m+1 dy 
e —Á (ay? SE pam oax dx 


m+1 
x nP _ bmp 
= bx 1 
me AE ds 


Considere el lector el uso que puede hacerse de las (1) , (2) ,-(3) para redu- 


cir la integral 17 p a otras del mismo tipo, pero más simples. 
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Es útil señalar que tales fórmulas son también aprovechables cuando m , n, 


p son enteros (se tratará, en este caso, de una función racional particular). 


17 - Dada la curva plana de ecuación 


y = Lx? -10g x) , 

expresar en función de x la abscisa curvilínea sobre dicha 
curva, contada a partir del punto de ordenada mínima, en el 
sentido de las x crecientes. 


Teniendo en cuenta que y!=x- += se reconoce fácilmente que el punto de 


ordenada mínima se logra para x= . Por lo tanto la abscisa curvilínea bus 


cada s=s(x) queda expresada por 


s(x)= 13 Vi+y?(5)a5 = 
E NES 


nl. ná 4521408 
E 


La integral aquí escrita es una integral de un diferencial binomio (con m=-1, 


3 4 
n=4,p + ) y por eso se la calcula con la sustitución 4 E +1=t ; de 


esta manera se encuentra 


[Va ar 1 24 108 E z 10% (2-0 | 
Vat +1+ 


18 - Considérese la curva plana de ecuación 
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donde a designa un número real tal que -1<a<l . Deter 
minar para qué valores de a es posible calcular la longi — 
tud de un arco de tal curva, con los métodos elementales de 
integración. 

La rectificación de la curva considerada depende del cálculo de la integral 


J 1+ y? dx = 1 fe ara? y ay? ox 


2(1 - a?) 


Se trata de una integral de un diferencial binomio con m=-a , n=4a 4 


p= <= yentonces la misma resultará calculable de modo elemental sólo si 


m+l _ +0 
+= "q 


o también 


son números enteros. Llamando k aun entero realtivo arbitrario, de las = » 


1 
cie 725 respectivamente ; 


l+a 1 
k € — 
Ñ da se obtiene « 1 * 


=k 
de aquí se concluye que los valores buscados de a son los recíprocos de los nú- 
meros impares (excluidos 1 ). 


Dejamos para el lector el examen detallado de cuaquier caso particular: por e— 


jemplo a 


19 - Calcular las siguientes integrales indefinidas: 


1 de , 0] PETRA á 
dd 3 senx+4c05 xXx Ñ ( 1-3senx ¿ 
cos Xx 5 +c08x 

AR ; LLE 
15) J 1 +c0s x Sx (m tz 


Todas son del tipo ¡ES x, senx)dx ,con R símbolo de función racio — 


nal. Sabemos que el cálculo de las mismas se logra con la sustitución tg H=t, 
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2 
de la que sigue cos x= A , Sen X= a » dx= paid . Para la in 
142 e Lat 
tegral (1) se tiene, entonces, 
Et te f=— E 
(1 +2t) (2 -t) 
1+2t; 
14+2t 1 +2t8 4 
a O OS Al 
2-t 2h 


Del mismo modo, para las otras integrales se obtiene: 


2 dt 
(2) a 
té -6t+1 


E 
(3) J dt=....=-t+2arctgt+c= ; 
1+2 
6+4t 1+t t 
(4) || dt =.... =1l0g -arctg —+c0= 
q -2) 4 +8) di= 2 
x 
1+tg + % 
= log ———7 —arotg (tg 
1 


20 - Calcular las integrales indefinidas 


j A A | === 
(a +b cos x)" (a + b sen x)" 


con n entero positivo. 


Basta considerar la primera (que indicaremos con L) ya que 
lleva al primer caso con la sustitución x= L os 


Comencemos a calcular 1, con la sustitución tg +=. he 


x 

Es t-3-2/2 Nit tez E 

A o 
t-3+2/2 5 67-342 2 


az 


e; 


la segunda se 


se encuentra 
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dt 
e 
(a +b)+ (a -b)t 


* 
y. entonces, suponiendo a? - 5240. %); 


E -b 
A Eb arctg ( La tg y » si a? -22>0 E 
a-b | a+b ab ? 


Podemos ahora establecer una fórmula de reducción para la integral I, , con 


n>1l . Se tiene 
2 2, A 
(a -b 21 Jas 
(a+bcos x)? (a + b cos x)" 
a -bcos x 2 sen? x 
E A A 
(a + b cos xl (a + b cos x)" 


2a - (a + b cos x) b E 
= AAA senxd PTE 
(a + b cos x) n-1 (a + b cos x) 


2 


cos? x) p? sen? x 


sen Xx e 
(+rbcosxpT 1 


Cos x 


(a+bcosxjpi 


281, 1 Ap -27 


-2a1 b sen Xx ES | (azbecezjz. a 
(a+bcosx)" 


nh n-1 (a+beosx)0ol " n-1 


sen x 


28h, "1-27 


o sea 


e 2) 1, = E n-2 a b sen x 


(si b=a setiene =Etig o; osiob=a setione 1,= 
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Esta fórmula permite el cálculo de e cuando sean conocidas las dos integra- 
les precedentes I,_¡ , l,-3 Yntonces, aplicada sucesivamente, permite el 
cálculo de un 1, cualquiera, ya que conocemos 1, y además, evidentemente, 


L=X - 


21 - Calcular las siguientes integrales indefinidas 


2 
mi) 2+c08 Xx ds (2) E A 
sen x(1 + 2 cos x) 3tgx-2c08 Xx 
5 
e) mE de 
cos” x 
Todas son del tipo R(senx , cos? x)cosxdx o si no del tipo 


fa (cos Xx, sen? x) senx dx que, como sabemos, pueden reducirse a integra — 
les de funciones racionales mediante las respectivas sustituciones senx=t A 
cosx=t . 


Para la integral (1) se tiene 


J 2 +c08 x + J 2 +08 x sen x:dx 
sen X(1 + 2 cos x) sen? x (L+2c08 x) 


y, realizando la sustitución cos x=t 


- [22 dt=.... - $108 (1-4?) -log(1+2t)+0=10g 22 4 0 
(1-t2)(1 +2t) 1+2c08x 


Análogamente, con la sustitución senx=t se encuentra para la integral (2) : 


Jereatazas a. (t-1+ A e 


3 senx - 20087 x 3t-2+ 2% 


El É 1 1 1 1 
= q t- 30 108 (t-7)- 5 log(t+2)+0= 7senx- se sen x -1) - 


= +Hog(sen x+2+c 1 


Por último, con la sustitución cosx=t se obtiene para la integral (3) : 
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2 


4 
Ja conan - [EE e E +2togt-E+e= 
cos? x e 212 


1 2 
= ——— +2 log 008 x - 37 008 x+c 


2 cos" x 


Esta última integral había sido ya calculada por otro método en Cap. IX, n% 23. 
Dejamos para el lector la tarea de calcular, con el método aquí descripto, las o- 


tras integrales del citado ejercicio, ya que eso es posible. 


22 - Calcular las siguientes integrales indefinidas: 


de. e 
0) A 2 : e) 2 2 2 2 l 
4-3c0s“x+5sen*x a“cos*x+b“sen*x 
2 
tg x 1- x 
(3) j OPI Tas] (4) J A dx 
a+rbtgx 1+tgx+tg"x 
Todas son del tipo $ ticos? X, sen? x,cosxsenx)dx , que comprende 
2 
tambié; AS 
'ambién las del tipo S R(tg x) dx (yaque tgx EFE )yse calculan 
A 2 1 2 
mediante la sustitución x=t jue implica cos*x= e sen" x= 
a Te 
Ae cos x senx=— dx = E 
ET La E E 14 tl 
Para la integral (1) se tiene, por ejemplo: 
0) S 1142 —= o $ arctg (81) +0=-+ arotg(3 tgx) +0. 
A 
+ + 


Análogamente para las otras tres integrales; se deben encontrar los siguientes 


resultados: 
(2) Ay arctg gx) re , 


15 a Ms ac + boe) el, LADY 
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(4) log (1 + cos x sen x) + Cc á 


23 - Desarrollar los ejercicios que se originan al sustituir 
las funciones circulares que aparecen en los n% 15, 19, 20, 21, 
22 por las funciones hiperbólicas. 


Nos limitaremos a un ejemplo, calculando la integral análoga a la (2) del ej. 22, 


es decir, 


E dx 

a? cosh? x + 1? senh? x 

t . De ésta sigue “cosh? x = A z a semh?x = 
2 

= + , dx= E E con lo que la integral en cuestión resulta 


con la sustitución tghx 


dt 
1-8 - do 1 do. 
= 5 q - 
a +1? E rod 1 Js 
1-6 1-é b 


1 b 1 b 
=p ret (q7 0) +0= 5 arctg (37 tgh x) +0 


Es de notar que las integrales del tipo f: (cosh x , senh x) dx (y casos par- 
ticulares análogos a los de los ejercicios 21, 22) equivalen a integrales del tipo 
fue dx y, por ende, constituyen casos particulares de los que considerare — 


) 


mos en el ej. sucesivo. e 


24 - Calcular las siguientes integrales indefinidas: 
dx "ax 
(1) A. a. a 
e* a 140% 40% 


€ Lo mismo vale para las integrales Fi R(cos x,sen x) de que son del tipo f'niel) dx ¡pe- 
ro el método del ej. 24 se aplica rara vez a tales integrales cuando son reales, “Sin embargo 
puede, en'ciertos casos, ser útil (cfr. Cap. X, ej. 45, 46). 
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Son del tipo ij R (e *%) dx y sabemos que conviene usar la sustitución e 
=t de la que sigue x= Le logt , dx= - y que transforma la integral en 
esudio oo L [30 as 
a t 
Para las integrales (1), (2), poniendo e 9X_-t enla primera, *=t en 


la segunda se encontrarán fácilmente las siguientes expresiones: 
1 ax x A 
(1) E log (e -Q) - ES ; 


(2) x-+ part?) - 


25 - Calcular las siguientes integrales indefinidas: 


o fala a Van? 


de dx 
a) — += doo; (3) t= 
J (+) V x=x? (1-x)? e-1)U 24+x-22 


y 1-x2 de 


4 pp 


2 2 dx 
si (65) S> 1+x dx; o | == 
14 V1=x2 (2-2) Y 224 1? 
2 
En pez. 


25 + 16 x2 ; 

Todas son integrales del tipo fr (í, y ax? + bx + c)dx con af0 , pb? 
-4acio 

Si la integral en consideración es real, vale decir, si son reales a, b,e ; si 
son además reales los coeficientes de la función racional *R y se considera x 
variable en un intervalo en el que sea ax? + bx+c>0 ,las sustituciones a uti- 
lizarse son las siguientes: 

1)si a<0 ,lasraíces a , Pf dela ecuación a+ bx+o=0 son 
ciertamente reales (ya que, de no serlo, resultaría siempre a +bx+c <0). 


Suponiendo a <P y manteniendo siempre x enelintervalo a, P (es 


decir x-a>0 , f-x>0 )se pondrá 
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Xx =-Qa 
E P 


De la (1) se obtiene de inmediato x como función racional de t (con lo que 


=t 


tE también resulta así) ; además, teniéndose 


x-a 


Vals tre = Va Ve-ara-8) =Ú- 2 (p-x) 


es claro que también V ax? + bx 3¿< resulta una función racional de t . Por 


lo tanto la integral en estudio se transforma en una integral de una función racio - 
nal de .t 

2)si a>0 ylasraíces a, f dela ecuación ax? +bx+c=0 son rea- 
les y distintas, se podrá proceder de modo análogo al precedente. 

Suponiendo a <P ymanteniendo x en uno de los intervalos (-0 ,a ), 


(P, +0) , se pondrá 


(1) 


=t2 Lo también - + PA 
etc., etc. 
3)si a> 0 , independientemente del caracter real o no de las citadas raíces, 


puede ponerse 


(mm) Vax? + bx+0= xVa % 


Se consigue así la racionalidad, ya que de (MM) , elevando al cuadrado, se tie — 


ne, axl+bx+o=t2l2tx Vas ax? , osea, bx+c=t22tx Ya yde aquí 
puede obtenerse x como función racional de t . Dela (HI) sigue, además, 


que V ax? +bx+e es a su vez igual a una función racional de t , etc, ete, 


4)si c >0 , independientemente del ser reales o no las mencionadas raíces , 


puede también ponerse 


(Iv) Vaxl+bx+o=t Micriat 5 


En efecto; de (IV) sigue ax +bx+e=ct2xtYc+x2t2 de donde ax+b= 
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=1 2t yes xt2 y se puede por lo tanto obtener x como función racional de t. 


De la (IV) resulta que también V ax? +bx+c es función racional de t , etc, 


etc. 


Dicho lo cual, consideremos la integral (1) . Se puede, por ejemplo, usar 


(1) poniendo 
a) ; 
se obtiene 
nn » , de 2tdt z> ó 
t2+1 (2 + 1) 


por lo que la integral (1) se transforma en 


__2tdt 
2 
2 +1 2 
a A E A 
a+ LL) 
rr ts 


Teniendo después en cuenta que de (1') sigue 


la integral (1) vale 


7) - 2 arotg LE +0 


Para la integral (2) se pondrá, análogamente 


tras algunos cálculos 


2 3 
dre ios A «2 E] dis 
(2 + 3 (2? -1) +3 del +3? -1) 


E sé +. En 
yo nl (2 + 3902 -1) z 


y, por último, 


la 


, Se concluye que 


=t , obteniéndose 
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(2) en arctg 2 az -3x2+0 


Para la integral (3) se usará, por ejemplo, la sustitución ás t y se 


llegará a que tal integral vale 
Ls da Va Va 


(3) — log 


CEN 


Con sustitución análoga se obtendrá para la (4) 


(4) A 


Xx 


-2arccosx+c 


Para la integral (5) puede usarse la sustitución (III) pon iendo 


(51) V1+x2= 


y obteniendo, sucesivamente, 1+ x? = 2 -2xt+ 2 5 Ea E 


2 
L+1 aga PET 


2 dt . La integral (5) se transforma en 


y como de la (5') se obtiene t=x+VY1+x“ , tras un simple cálculo se llega a 


IS) Vir? - 108 e + 1+x2)+0. 


La integral (6) con la sustitución Y al+x2=t-x , Se transforma como si- 
gue 


4tat 
[+ é- (2 -172?] [2+ba? - (/2 -1)8 


0: (2+1)1 is 
A lea aa yr 
1 (2+1P-(12-1)a 1 Vader? 
= 108 : 
e A a 


esta última expresión puede ser modificada oportunamente y llegar asi al resultado 


o Je A P 


Por último, la integral (7) se transforma mediante la /1+x"=1=x en 
15 (+17 de 


1(4t+1)(04+4) 


lo que permite llegar al resultado final 


Eloglxo Lex) +3 log5Vl+x- Be 


v25+16x 


26 - Dar una interpretación geométrica de las distintas sustituciones (T), (II), (IID), (IV) indicadas en el 
ejercicio precedente. 


Considerada la integral f R(x,Vax"+bx+c)dx ,sisepone  y=vaxX+bx+c, tal integral se escribe 


S Rix,y)de 


quedando sobrentendido que las variables x , y están vinculadas por la relación 
ad—-y+bx+c=0. 


La (2) es la ecuación de una cónica y si de ésta logramos obtener sus ecuaciones paramétricas X = x(t) , 
y = y(1) , con x(t), y(t) funciones racionales 
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de un oportuno parámetro t , resulta claro que con la sustitución x = x(t) la integral (1) se transformará 
racional. 


en Í R[x(+), y(t)]y'(1)dt., es decir en la integral de una función 

Pero de la Geometría analítica es sabido que una representación paramétrica racional de una cónica y se 
obtiene de inmediato fijando un punto P.de y e intersecando dicha cónica con las rectas del haz de 
centro P, . Refiriendo la recta r variable en tal haz a los valores de una coordenada ptoyectiva t, se 
encuentra que las coordenadas (x , y) del punto variable P, ulterior intersección de y con la recta r, 
resultan ser funciones racionales de t. 

Si a <0, la cónica (2) corta al eje x en los puntos cuyas abscisas son las raíces a, f de la ecuación 
ar+bxte=0; ; si se asume como punto Po al punto ($ , 0) y se indica con —+/—at al coeficiente 
angular de una recta 1 que pasa por Po, la ecuación de r se escribe 


=/—atlB=x) 
intersecando con esta recta nuestra cónica , cuya ecuación puede también escribirse 
a(x - a)(x - B) - y? =0, se obtiene la ecuación en x 
a(x-a)(x - B) + ar (B-xP=0 


Prescindiendo de la raíz x = f , se obtiene x - a - ($ - x) = 0 . Ésta coincide con la 1 del ejercicio 
precedente y proporciona 


a 
==Ée ; (4) 


sustituyendo en la (3) se obtiene sucesivamente 


a(B-ajr 


CET (1) 


Entonces la sustitución (I) deriva de considerar para la cónica (2) la representación paramétrica 
proporcionada por las 
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(4), (4) . Análogamente para la (11). 

Si a > 0 la (2) es una hipérbola con sus puntos al infinito en las direcciones que tienen los coeficientes 
angulares + . Fijando P. en uno o en otro de tales puntos al infinito , las rectas (paralelas entre sí) 
e (variando t) y ésta equivale , 


Por último la (1V) se obtiene eligiendo sobre la (2) el punto (0, Ve) oel[(0,-vc) ] y considerando 
las rectas y===/C+1x que parten de él . 


27 - Estudiar las integrales de la forma 
(1) S Ríx, ab, Var d)ax 


donde R es símbolo de función racional y a,b, c, d constantes tales quea*0,c*0,ad—bc*0 . 


Con la sustitución ax + b= Y", la integral (1) se transforma en la siguiente 


Jrde 


y ésta es del tipo examinado en el ejercicio 25 
Como ejemplo propongámonos el cálculo de la integral 


1 SN —bc) 
E RE = be) 


/4x A22X 
a) Sar a ri 
Con la condición 
1) 4x-1=e 
se encuentra 
E 2 +3-(+1) 23 desd) ,, 
ús a (1-14 Es e eli q. 
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Calculando la segunda integral (del tipo de función racional) y realizando en la primera (según lo 
indicado en el ej. 25) la sustitución 


4 VE+3=u—1 


se encuentra 


(ué-3)(u*+3) 1. 1 
=P 4 4 ( ” 
=3S fe 1a— PIES Y TIP U—t: n 2log(t-1)+c 


La función racional de u que aparece en la anterior integral , se descompone según la fórmula de 
Hermite , del siguiente modo 
¿45 5  d, w+18u+9 ] 
u u+I u-3 du ulu+1)](u-3) 
y se tendrá, en consecuencia, 


Al 5 5 3 1 
= -. Sl A = 
I 7u+2logu 108 (u+1)+> log (u 3) Za 1(-3) ex 21log(1-1)+c 


Comencemos ahora analizando la variable u y expresándola por medio de la t , según la (4) : se tiene 
u=t+/4+3 y ,tras un cálculo un poco laborioso , se encuentra que 


a u+18u+9 23, y 

2" 2ulu+1)[u-3) t-1 
sigue que 

(2/23 1 3 5, td 0+ 33 
A 


Eliminemos, por último , la variable t expresándola por medio de la x : de la (3) sigue 1=/4x-1 y 
entonces , tras algunas simplificaciones, se tiene en definitiva 
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¿4x+2-1 44x—1+/4x+2_5,  /4x—-1+44x+2-3 
A ra A A is E E LE 
IA a ida 


23 - Estudiar las integrales del siguiente tipo 

(0 fRie".e”, 

Oo freerBy (aerBy (ea 
ye +5 


ye+s “ye+s 
6)  fRie Var+be+cid, 
S Ríe" Vae"+b,/ce"+d)dx de 


donde R es simbolo de función racional ¿m , n, ...... 
5,a ,b,c, d, constantes (*) 


- Pp son números racionales; a ,P , y, 


Eno 0) llamando con k al mínimo común n iplo de los denominadores de m , 
Ausnása Pp. la sustitución e* =*' transforma la integral en 


es decir , en una integral de una función racional det . 
Para (2), (3) , (4) basta realizar la sustitución e'=t para transformarlas en integrales de los tipos 


considerados en los ej. 12 ,25y 27 , respectivamente . 
Como ejemplos , que dejamos desarrollar al lector , damos 


dea, am rcea(e e) Sage 5 
Ye"— 


(**) En (2) se supone ad - By+0, en(3)a*0,b'-ac*0, en(4)a=0, c*0,ad-bc+0. 


[e-4 EE 
| ¡“4=2108 (Ve —4+1e'+1)- dareg(LE 
Ver 21 


pre E 


Pale [ol e E eee 


29 - FÓRMULAS DE CUADRATURA 


En ” Lecciones ", Cap. XIX, n* 4 se ha hecho ya mención de las fórmulas de cuadratura para el 
cálculo aproximado de las integrales definidas, en particular de la denominada de Cavalieri-Simpson. 
Queremos ahora dar otras dos fórmulas del mismo tipo con la mayoración del error que se comete al 
aplicarlas , así como también dar la análoga mayoración por la fórmula de Cavalieri-Si 

En lo que sigue, al considerar una f(x) definida en el intervalo (a, b] diremos que f(x) es de clase C* en 
[a, b] [y escribiremos f(x) e C* ] para expresar que en [a , b] la £(x) admite derivada de orden k 


continua. En ee caso indicaremos con Mi al máximo de || en (a, b]. 
I) Fórmula del trapecio circunscripto. Se escribe 

» 

Froja=b- er . (1) 


donde para R puede adoptarse una de las siguientes dos expresiones 
lesa) 


=- f (x-aJf'xjax 


(x—b)f"(xJdx ,  [sif(x) € C*] (1) 


2.bl 


uy 
=3) (xa f""(x) Já (or Fija ¿ie CO] .(1) 
ES 
La (1) se demuestra inmediatamente partiendo de la (1) [o (1")] y efectuando sobre las integrales del 2*| 
miembro una [o dos] integraciones por partes. 


4 
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La (1) es designada como fórmula del trapecio circunscripto .(o 
del rectángulo) puesto que, en el caso f(x) >0 , la misma aproxima al área 
IS f(x) dx del rectanguloide de costumbre con el área (b-a)f El de un 
accio rectángulo delimitado por las rectas x=a , x=b ,eleje x ,yu 


na recta arbitraria r (no paralela al eje y )que pase por el punto del gráfico 
a+b 


de la f(x) correspondiente a la abscisa . En particular puede asumirse 
como recta r la tangente t al gráfico en dicho punto (o también la paralela al 
eje x por dicho punto). 


De (1') , (1) sigue, con fácil cálculo, 


Jr] < Tm, (b -ay? A Lai fu) ect; a) 
1 3 
Ir] < 37M 0 -2) S Lai fx) ec?7 . a) 


Comúnmente la (1) no se aplica a todo el intervalo [ a,b ] ;pero se divide 
éste en un cierto número n de intervalos iguales y se aplica la fórmula a cada u 


no de ellos, sumando después las contribuciones relativas. Indicando con 
x] = ariba , xp =a+3bz2 10...» Xp =2+(2n -1) bo 


a los puntos medios de tales intervalos, se llega a la siguiente fórmula de 


los trapecios circunscriptos (o de los rectángulos): 


b 
A 160) dx = BEE [ 1xy) + 6x9) +0... +00) ] + Ro 
a 


La mayoración del resto R, se obtiene sumando las (1,) /'olas (1,)7rela- 
tivas a cada uno de los intervalos parciales (de amplitud 22 ); procediendo 


así se encuentra 


[rms Emo 2, mmecdz 
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. 2 
Rs Ss 3 My 0-ay a Lai fx) ecó 7 

Se ve que RO para n—o , 
U) Fórmula del trapecio inscripto. Se escribe 

pa b 

J 160 dx = 252 [ 18 +10)] E (2) 

a 


donde para el resto R puede adoptarse una de las dos expresiones: 


b 
a--f a-Ebmegar Lat feec7 ; en 
a 


b 
R= + S (x-a)(c-b) f(x) de [si tu) ect7 . (21m 
a 


.. La (2) se demuestra de inmediato partiendo de la (21) /'o de la (2") 7 y efec- 
tuando sobre la integral del 2% miembro una //o dos_7 integraciones por partes, 
La (2) es denominada fórmula del trapecio inscripto porque, en el caso f(x) > 
> 0 , aproxima el área del rectanguloide con el área a [ £(a) + £(b) ] del 
trapecio delimitado por el eje x ,las rectas x=a , x=b ylacuerda del 
gráfico de f(x) 


De (2') , (2") sigue fácilmente 
|r|< Em, 6 -a? $ [si f)ecz o; e) 


| R|<-My 6-0) ss, agas e) 


Dividiendo el intervalo [ a,b ] en n partes iguales, procediendo como en 


1) y poniendo 
b-a b-a 


E, oa 


x,=2+ +(-1) ? 


se llega a la fórmula de los trapecios inscriptos : 
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[ £ta)+2£(x,)+210c9)+ +2£6x, _,)+£0)] +R 


b b-a 
J £(x)dx- 
a 
con 
|< mo? ; Lsi fx) ect7o, 
1 - 2 
|R|< az Mm e- , [si f(x) ec” 7 
II) Fórmula de Cavalieri-Simpson . Se escribe 
2.) +£(0)] +Ro, (3) 


ud b-a 
J f(x) dx = [1 ( 
a 


donde para el resto R puede adoptarse una de las cuatro expresiones siguientes. 
2) 1) ax, (51 109 ec! 753) 


(a+b)/2 
n-/ qe BED) px) ax | (a 
a (a+b)/2 
(a+b)/2 b 
nm / cor e E) pa) a, (3) 
(a+b)/2 


R 3/ (x-a) (x- 
a 


(8i tx) ec? 7 


(a+b)/2 
R J tx-ay? qu - 232) pun ex - (81) 
+ ñ 0cbJ ex 2D) pun) ax, Bi tayecóz ; 
a+b)/2 
(a+b)/2 
R= 2/ bay? (x - 3 D) Erin) d+ (ra) 
E 3 b - 
(by (x - ) Lt (x) de (si 1x)ec*7 
+ eu 7 


2 das)/2 
La (3) se demuestra fácilmente partiendo de la (31) /0 (8"), (81) 


y efectuando sobre las integrales del 22 miembro una /o dos, o tres, o cuatro 7 


integraciones por partes 
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De las expresiones precedentes se obtiene 


[ri< hm, 0-2? , la ted] o; 6) 
[|< mM 0 -ay 5 Us te ect]; (32) 
Ins oa , [si ted]; (y 
|n |< TT) M, (> - ] La tuecdt] . 6) 


Ya se ha visto en "Lecciones" que dividiendo [ a,b ] en 2n partes igua— 


les y poniendo 


aa 2 


1 En , x=2+2 En ro mrro Ko y 


puede obtenerse la 


b 
f 1 x= 2 


£(a) + 4f(x,) + 2£(c,) + 4£(U9) + 26X ) +... + 


(4) 
+ 2£(£o— 9) + (29 1) +£(0)] + Ry 


Podemos ahora agregar, en base a las 6, A 87) A (83) 5 (5) que resulta 


A, < ¿Mm 0-27 z Lsi fe) ect 7; 

| B| < Sa (b ay A si f(x) ec?7 ñ 

ENE a (bo -ay* á [si fe) ec]; 
1 5 EE 4 

EN <ar Ma O -a) A Lsi fx) ect] ; 


30 - Calcular log2 con tres decimales exactos utilizando u- 


na fórmula de cuadratura. 
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4 dx 
Se tiene log 2= a Y esta última integral puede ser calculada, por e— 
1 


jemplo, con la fórmula de Cavalieri-Simpson (4) del ej. precedente, eligiendo 
n de modo tal de estar seguro de que | EN | <10% . En nuestro caso se tiene 
f(x) = h , Ím)= += , 2a=1 , b=2 porloque, asumiendo M¿= 24 
4 e 1 1 
se puede afirmar, en base al ej. precedente, que | R,| uo * 24 at 


Tendremos así que | Ra | <10 se obtiene seguramente si E q< 10% E 
120n 


o sea, n* > = 8 ; basta entonces asumir n= 2 
3 
Sigue 
? Y _.l 4 2 dez de 3 
] HE lr to +2: Fr Hr g)AR O, con |r|<10 


1747 
2520 


vale decir, log 2= +R y, por último, log 2=0,693.... 


31 - INTEGRALES DEFINIDAS COMO FUNCIONES DE UNA O 
VARIAS VARIABLES (ver "Lecciones", Cap. XIX, no 5). 


Verificar que la función 
x 

px) = $ senh (x - y) £(y) dy (1) 
0 


es tal de tenerse 
pu) - pa) = 10) (2) 
Por el conocido teorema de derivación de las integrales dependientes de paráme 
tros, de la (1) sigue 


xx 
cosh (x-y) £(y) dy . 


xx 
p'(x) = senh (x-x) f(x) .f cosh (x-y) f(y) dy = 
0 '0 


Aplicando a esta última integral el mismo teorema se obtiene 


z 
px) = cosh (x-x) £(x) +/ senh (x-y) £(y) dy =£(x) +P(x) —, 
'0 
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vale decir la (2). 


32 - Con procedimiento análogo al del ej. precedente verifí= 


quese que la función 
x 
px) - / (xy) eN * £(y) dy 
0 


es tal de tenerse 


pro) +2 px) + p (x) = f(x) 
33 - La función 
1 x 
qm-+/ [ senh (x-y) - sen (x-y) ] £(y) dy 
0 


verifica la ecuación 


PU íx) - pa) = £(x) 


Como en los dos ejercicios precedentes. 


34 - Demostrar que se tiene 


1 
ERA delo EL 
l ha ESE pr” (a>0,B>0) (1) 


La función a integrar tiene los puntos singulares evitables x=0 y x=1 ,por 
lo que puede considerarse como continua en [ 0,1 ] . También sus derivadas 
parciales con respectoa a y PB  (igualesa x% y Pl, respectivamen 
te) son continuas para x 30 ,a >0 ,PB > 0 y, por ende, puede aplicar 
se a la integral escrita el teorema de derivación bajo el signo. Designando F(a,P) 


a la diferencia entre el primer y segundo miembro de la (1) se tiene evidentemen- 


dE 
E EX Car 085 
te F(0,0)=0 , 2 Es dx - +0, Se 


=0 ¡sigueque F(a,P)=0 ,osea, la (1) 
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35 - Calcular la siguiente integral definida 


3 log (1+x0 y 
E ELA 1 
q) ¿l 1+t2 ps 


Por el conocido teorema de derivación de las integrales dependientes de pará — 
métros se obtiene de la (1) 
log (1+x MET YE 
pue) - Pain, 
1+x?2 a+ a+xt 


y, calculando esta última integral (de una función racional de t): 


2 
ques) - PEI, : [ x aretgx - log (1+x)] 


1+x2 1+x 
o sea 
2, 
x arctgx 1 log (1+x 
ro) - ESE, DEMO : e 
1+x 1+x 


Obsérvese ahora que de la (1) sigue también «p(0) = 0 , por lo que puede 


escribirse 


x 
pa) - l pt) dt 
0 
vale decir, por la (2) : 


qu)- q —n Ef rr 


'0 ye 


Transformando la última integral con una integración por partes se obtiene 


tarc 
= a log(l “2 
Pa)- 1 (| og(1 +4? )arctg 1] ess em ta] 


y, por último, 


0) = + log (1 +x2) - arctg x 
Esta fórmula proporciona el valor buscado de la integral (1) . Poniendo, por e 


jemplo, x=1 se deduce 
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T le (+Da- La toga 
0 148 e 
36 - METODO DE INTEGRACION POR DERIVACION. 

Sabemos que si f(t, A) es, junto con su derivada parcial f 2 (t, A) , conti- 
nua en un intervalo t<t<ty, »o S AS», del plano (t,A) ,yde- 
signamos con a y x ados puntos cualesquiera del intervalo [ tos t,] ,va 


le el teorema de derivación bajo el signo de integral 


a = Pa 
— f £(t, 2) dt = J ——f(t, AJdt . (1) 
de dl la 3 


Manteniendo fijo el punto a y haciendo variar x en [ to» 4 ] , la inte- 
x 
gral S £(t, AJdt representa una integral indefinida de la función f(x, A) de la 
a x 
variable x ;análogamente para la otra integral S f,(t,A) dt 
a 


La (1) puede entonces escribirse también como 


3 El 
rv | 34 f(x, AJdx o, (2) 


y bajo esta forma suele resultar útil para el cálculo de integrales indefinidas pro- 
porcionando el denominado método de integración por derivación, del que nos ocu— 
paremos a continuación. 

Se debe calcular la integral indefinida de una función p (x, A) en la que inter- 


venga (además de la variable x )un parámetro A . Supongamos que se sepa 


integrar la p (x,A) conrespectoa A , es decir, conocer una función 
f(x, A) tal que + f(x, A) = p(x,2) . Se podrá entonces escribir 
a 
A)dx= |—— f(x, A) dx 
f. (x, A) JN (x,A) 


y, aplicando la (2) : 


a 
p(x, A)dx= —— | f(x,A ) dx 4 E) 
2 3 J ) Se 
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Puede suceder que la integral fue. A) dx sea más simple de calcular que la 
buscada j Qp(x, A) dx y entonces, suponiendo que se ha obtenido f(x, A )dx = 
=F(x, A) la (3) permite obtener la integral deseada por medio simplemente de 


una derivación respecto de A 
(x, A) dx Es F(,A) 
(Xx, .— a E 
P A 


Se tiene, por ejemplo: 


fH=. A f x= 2 [x+ a0ge-a)] = 
-A) dA xa da Jx-r 2 


= log (Xx -A) - 
x-A 


Naturalmente, el procedimiento descripto puede también aplicarse representan- 
do q (x,A) como derivada segunda o tercera... respecto de A , de una 
f(x) fácilmente integrable. 


Se tiene, por ejemplo, (con A real 1 ; n entero positivo) : 


2 a ¿n A ¿a A ¿a x A+ 
1og x) dx = = Ñ 
$ aid 5: a IN a 


de modo que, aplicando la fórmula de Leibnitz sobre la derivada enésima de un 


producto, se llega fácilmente al resultado 
A+1 


a A 
owner mi a os 3, a 
k=0 


ASA 
(mk)! (A+1 


He aquí otro ejemplo: para Af0 y n entero positivo, se tiene 


pr 


O EA O AE dz =D 
f* E 1 EN EN 


n n-k 

Ax k nm x 
E a 
E 7] a (ak) JT 
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El método puede ser también aplicado para el cálculo de integrales definidas, 
siempre que los límites de integración no dependan de A . Por ejemplo, que — 
riendo calcular la integral de 2 A (log xp dx (en la que suponemos A > 0 
para tener la continuidad de la Ea a integrar en el punto x=0 ),en lugar 
de utilizar la (4), puede procederse directamente del siguiente modo: 


1 n 1 n 
J x> og ax 5 xax- 1 =(-1P 
0 3% 0 


dA A+ 1 ( ao 


Observemos, por último, que el método de integración por derivación puede tam 
bién aplicarse cuando se tenga que calcular la integral de una función «p(x) don- 
de no figure ningún parámetro. Se lo introducirá, en ese caso, artificialmente 
construyendo oportunamente una función Y (x, A) tal que, para ciertovalor A = 
=a del parámetro, se reduzca ala «p(x) dada, Se calculará entonces con el 


método de derivación la integral de la y(x,A) yal final del cálculo se pondrá 


A=a 
Se necesita, por ejemplo, calcular la integral E , donde n esun 
(x* + 1) 
entero positivo. En su lugar, considérese esta otra integral DAA (que 
mol + 19 id 


para A =1 sereduce a la precedente) y obsérvese que 


ri E A, 
raro ay. Ar 


Se obtiene, en consecuencia, 


sy E PE A E 


(es Ln SL 
? (n-1)! [527 


arctg 


PEEL 


y, Para cada valor que se fije de n , no hay ninguna dificultad en calcular la de- 


rivada indicada. 
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En los ejercicios desarrollados a continuación se encontrarán otros ejemplos de 
aplicación del método. 


37 - Suponiendo conocida la integral [LQu-ro, A) , cal- 


cular la integral PE , donde 
(x -A) 


n es un entero positi- 


vo. 


Partiendo de la fe E) dx =F(x,A) yderivando n-1 veces respecto de 
A , se obtiene 


=-1 
foi) Es mo O 


3 F6, 2) 
e ip 3ya 1 


llegándose entonces de inmediato al valor de la integral buscada. 


38 - Suponiendo conocida la integral —W F(x,A2,u) 
EA) E) 4d 
16%) 
calcular la integral A TT donde m ,n son en 
-A)” (ep) 
teros positivos. 
Con m-1 derivaciones respecto de A y n-1 derivaciones respecto de 
po, se obtiene 


£ ¿a n-2 
may aye ] Lp) 
e-APr-pr gam-1 qual 


39 - Suponiendo conocida la integral 2 a- F(x,a,b,c), 
Zubx+e 


calcular la integral —_ LD —— ax , donde n es un ente- 
(ax? + bx + 0)2 
ro positivo. 


Derivando n-1 veces respecto del parámetro c , se encuentra 
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-1 
ay: | a - E ¡FR a, b, 0) 


40 - Calcular, con los procedimientos indicados en los cua - 


tro ejercicios precedentes, las siguientes integrales 


2 
wm eo Axdx , (2) Jue sen Axdx , (3) | a) 


3 a (a 
e-1)2 (x-239 ' 02 yÓ 


41 - NOCIONES SOBRE LAS INTEGRALES ABELIANAS. 

Las integrales del tipo considerado en el ej. 26 son un caso muy particular de la 
categoría constituida por las individualizadas a través de la fórmula 

fs (x, y) dx, (1) 

donde HR es símbolo de función racional ylas variables x , y se supo — 
nen ligadas por una ecuacion algebraica irreducible , es decir, de u- 
na relación obtenida igualando a: cero un polinomio, de cualquier grado n , de 
las mismas variables; 

Pkx, y) =0 (0) 
tal que dicho polinomio no pueda descomponerse en el producto de dos o más poli- 
nomios de grado < n 

La (2) representa una curva algebraica irreducible de orden n . Enel caso 
n=2 se trata de una cónica no degenerada y, de la Geometría analítica, es sabi- 
do que una cónica de tal naturaleza es una curva racional enel sentidodeque 
es posible representarla mediante ecuaciones paramétricas 

x = x(t) 5 y = y(t) (3) 


donde x=x(t) , y=y(t) son funciones racionales deun parámetro t. 
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Obtenidas las (3) , surge que la sustitución x=x(t) transforma la integral (1) 
en fr [ x(t), y(t)] x'(t) dt , es decir, en la integral de una función racional de 
t .Enelcaso n=2 es, entonces, siempre posible la racionalización 
del diferencial R(x,y)dx . Se deduce, en particular, loque ha sido dicho 
en el ej. 26 en el que la citada cónica tenía ecuación y? ax +bx+e 

Si n>3 yanoes más posible, en general, racionalizar el diferencial 
R(x, y) dx , puesto que la curva (2) noes, general, una curva racional, Es sa 
bido, de los cursos de Geometría, que tal cosa será posible si (y sólo si) la curva 
posee cierto número de puntos múltiples y, con más precisión, si con un oportuno 
cómputo tales puntos múltiples equivalen, en total, a + (a - 1) (n - 2) puntos 
dobles (que constituye el número máximo de éstos compatible con la irreducibili — 
dad de la curva). 

Las integrales del tipo (1) , (2) se denominan integrales abelianas ; 
de lo que se dijo resulta que tales integrales son calculables por procedimientos 
elementales solamente cuando la citada curva (2) es racional. 

En el ejercicio siguiente daremos algunas indicaciones sobre un importante caso 
de integrales abelianas no elementales: las denominadas integrales elípti- 


cas. 


42 - INTEGRALES ELIPTICAS. 


En este número daremos nociones sobre las integrales del tipo 


fuo. Pkx) ) dx m 


donde R es el símbolo de función racional y P(x) indica un polinomio de 39% o 


de 42 grado, carente de raíces múltiples. Ny Las integrales de este ti- 
(Ms PE) tuviese una raíz a porlo menos doble, se podría escribir P(x) = (x- a)? Q60) 
con Q(x) polinomio de 1% ode 2% grado y la integral (1) asumiría la forma 
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po se llaman elípticas porque se presentaron por 1% vez al estudiar el proble— 
ma de la rectificación de la elipse. En efecto, la longitud L de la elipse y = 


5 2 V al=x2 (con a>b ) está dada por la fórmula 


a 2 2 
Eje sS A 
0 a 2 
que, con las posiciones x= at 


y pel -k? se transforma en 


(1-t2) (1-12 2)at 


Para la integral (1) usaremos siempre las posiciones * 


V2e) =y, PO) =ayxÍ+da, x0 + Gay xo + dagx tay, (2) 
con ag , a, , nosimultáneamente nulos. Se ve que (1) es una integral abelia- 
na particular R(x, y) dx relativa a la cuártica (o cúbica) de ecuación 

y =a 6140, 46 la 44 AgX+Ay — (3) 

La función racional R(x, y) “es el cociente de dos polinomios de las variables 
x e y . Teniendo en cuenta la (3) , toda potencia de y, con exponente par 
puede sustituirse con un polinomio de la x y cada potencia de y con exponen-= 
te impar puede sustituirse por el producto de y por un polinomio dela x . A 
la R(x,y) puede entonces dársele la forma 


A(K) + y Bx) 


EE 6 + y Dex) 


donde A(x) , B(x) , C(x) , D(x) designan polinomios de la x . Multi- 


S R[x, (x-a) /(Q6) ] dx , cayendo dentro de tipos elementales ya estudiados, 


(*Se ve fácilmente que la curva (3) es racional solamente en el caso (por nosotros excluido) que 
P(x) tenga raíces múltiples. Por lo tanto, sí P(x) no tiene raíces múltiples, el diferencial 
R(x, y) dx no es racionalizable. 


603 XIX - 42 
plicando después numerador y denominador por y [c6) - y D(x) ] se obtiene 


y Lao + y Ben] [ 60 - y De] 


y[ 020) - y? 020)] 


R(Xx, y) = 


, 


expresión que evidentemente es del tipo 


M(x) + y NG) _ _MQ) , N0) 
y Lx) y L(x) L(x) 


con L(x) , M(x) , N(x) polinomios de la x . Vemos entonces que la R(x, y) 


puede, mediante solamente operaciones algebraicas, ser puesta bajo la forma 


Ro (0) 
00 0 


donde R¿() , Ry(x) son funciones racionales de x . Prescindiendo del tér- 
mino Ry (x) que es integrable elementalmente vemos que es posible limitar nues 


tro estudio a integrales del tipo 


RE) 
J S dx (4) 


con R(x) función racional de x 
Con la descomposición en fracciones simples se puede poner R(x) bajo la for- 
ma 
k Pal 
2-7 a+ 7 
k mk (A -c)) 
y escribir, en consecuencia , 
RE) ES ES 
S > A A == 
k hk (x =0) y 
Sigue que el cálculo de la integral (1) /'o (4) 7 depende fundamentalmente del 


relativo a integrales de los siguientes dos tipos: 


4 jha O (5) 
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ES . [0 E ) A (6) 


k 
(Xx -c) y 
Busquemos ahora una lórmula de reducción para las integrales I, Partiendo 


de la fórmula 


de. Me k-1 k i = k 
E y) =k y+x y at yy") = 


Ey E dni d8 ko. 3 2 
-5(1e (ayx +dayx +Ga9x +4agx+ ay) +x (2a9x +62,x +6a9x+ 203) ] - 


loa +2 ql e Si 
= (+2) 29 E— +2(243) a, +6(k+1) 27 +2(ke)ay aka E, 


que, integrada, proporciona, en virtud de la (5) : 
xy= (+2) 21,3 +2(2k+3) 2, ly ¿9 +6(4+1) 29 1, , 1 +2(2k+1) ag l+K 24 Ty 1 


Si en ésta se pone sucesivamente k=0, 1, 2, ..... , Se obtienen las 
y=2a,1¿+68, I,+68,1, +2221, Ñ 
xy=3a,1,+ 10a, I¿+ 12a,1,+6221, +2,1, 


x2y=4a715+14a, 1, +18a,1,+10271,+28,41, 


las que ponen en evidencia que el cálculo de todas las integrales Le 
depende de las tres integrales L di L S Lh ,en el caso ap%0 $ 
del de las dos integrales lo » Iz en el caso ay=0 v a f0) . 


Una reducción similar se puede hacer para las integrales J, 


k definidas por la 


(6) y correspondientes a un mismo valor de la constante c  . Ordenando el poli- 


nomio y? según las potencias de x-c , se puede escribir 


by te=c)* + 4by (0-0)? + 6by (x-0)? + 4bg (x-c) + by 


con bo E ba coristantes conocidas, y entonces, como antes, se encuentra 
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la fórmula 


d y ]- LT E 
A. = -(k-2)b 2 (2k-3)b, = 
pe to k oy (ro? y 


1 1 
-6 (4-1) by ——— —2(Pk - 1) bg == Kby —— 
(x-c) y (x-c) y (1-0) y 
de cuya integración sigue 
rea =—(k-2)b9 dy. -g 2(2K-3) by Iyge 9 —6(6-1) Dg Jj -, =2(2K=1) Dg dy Kb gd 47 > 
(X-C 


Si en ésta se pone k= 1, 2, 3, .... se obtienen las 


=bp Lg +2b¡J, -2b33, -b¿Ja 


x-c 
— 2-2, 3, -6b,3, -6b,J, -2b, 3, 
o el les 1 O er iaa O 
(x-c) 
o = bg Ip 6h, 3, -12bp37 -10bgJg -3b¿Jy , 


de las que resulta que el cálculo de todas las integrales Jk depende del de las 
cuatro integrales Jo , ay » Jo , 3, enel caso ba A0 y del de las tres 


integrales L> e Y 


Ty » Y tnelcaso b¿=0 (y b3X0 ) . Pero obsérve- 


se que 


2 
0 LAR 2 
dy -f y óx=L¿-20l,+eóI , dy 


y entonces el cálculo de todas las integrales Jk depende del de las cuatro in- 
tegrales h. L.b», 3, ,enelcaso ba A O ;del de las tres integrales 
lp + L, + ly ,enelcaso b¿=0 (y byX0 ). 


En definitiva podemos concluir con el siguiente teorema: 


I - El cálculo de cualquier integral elíptica (1) se puede 
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siempre trasladar con operaciones algebraicas solamente, al 


de las siguientes cuatro integrales: 


| 28 e E ¡a ES 
A 1 Jza : fr. , 3= En 


Establecido este primer resultado, hagamos ver ahora que, por medio dé una o 


portuna sustitución, cada integral elíptica (1) se puede transformar siempre eno 
tra del mismo tipo, en la que el polinomio P(x) presenta, en cambio, la forma 
particular P(x) = (Lx? (1-k2x2 , denominada forma canónica de Le- 
gendre, 

Con ese objeto consideremos el polinomio P(x) definido por (2) y, denomi — 
nando 4%, %G, %g, Ay asus raíces (distintas entre sí), escribamos 

P(x) = aq (X- 91) (X= A) (X- Ag) (x - Ay) . (8) 

Cambiemos ahora la variable x dela integral (1) por una nueva variable t 

mediante la fórmula 


aya 290 -ay(a - NN) e) 
A A A (9) 


Realizando el cálculo se encuentra que esta sustitución transforma P(x) en 


2 242 
2 3 22-22) 
2) (97 9) (9, A) (A= AN Ag- ay) 2 E 
[(a1-agt-(a,- 9] 


donde se ha puesto 


(Ay - Al - a) 
(917 44 (%- 23) 


(10) 


(si a¿=0 , las (8), (9), (20) quedan sustituidas por las es 
200 a] pea) xa tras 
que son los límites de las precedentes para 2720, q—o. 
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Sigue que la (9) transforma la integral (1) en la siguiente 
S T aa, - aye - (a, - a4) 
R PTE 
o 
A 7 ANA, - A (A7- a) t 
«—— EV ] fdo Mie da de E 
[Caj- agil 97-44) [ A 2,] 


A 


3, " 
[ con c=a, (a, - ay (a -a)2(0,- ay (a, - a] , 


es decir, en una integral del tipo 


fats Va-ha-22)] ac (1) 


lo que prueba lo antes afirmado, 


Podemos entonces limitar nuestro estudio a las integrales elípticas de la forma 
¡E con y2=(1-x2) (1 -k2 x2) 


y sia éstas les aplicamos el teor. 1 , vemos que toda la teoría de las integrales e 


lípticas depende del estudio de las cuatro integrales siguientes: 


a == O E a ME 
e 1x3) a -2x2 ; (1 -x2) (1 -k2 x2) 
x2 dx dx 
1, = z A-| —— === 
"(1x0 (1 -k%x2) (0) Y (1-x%) (1-k%x0) 


Pero obsérvese que I;, es calculable en forma elemental (basta poner x2= 
=t ) y que otro tanto sucede para J, en elcaso c=0 . Nótese, además, que 


puede escribirse 


A ESE a 
= aaa o 
2 2 (1-22 1-:2x?) 1? 


y considerar entonces, en lugar de lz , la última integral escrita, 
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Por último, en lo que respecta a J, con cz0 , se tiene 


j (+0) dx x dx A 
2-0 Vaadra-rx  ) ?-c? Va- 2 0-20) 


ms a +3 
: a) (1-2) (1 -k2 x2) 
e 
y como la primera de estas dos últimas integrales se calcula elementalmente (po= 
niendo x2=t ) se puede considerar, en lugar de En » la segunda de tales in— 
tegrales (que suele escribirse poniendo - W =n ) 
Hemos llegado así a la siguiente couciació 
II - El cálculo de cualquier integral elíptica puede siempre 


reducirse al de integrales elementales y de las tres integra- 


les siguientes: 


y == 
Va-3 4-23 


, (12) 


m- J = 
(1+nx2) Y a -x2) (1 -k2x2) 


Estas últimas han sido llamadas, por Legendre, integrales elípticas de 
qe y e A E especie , respectivamente; el número y? se denomina el mó- 
dulo dela misma. 

Las (12) definen tres nuevas funciones trascendentes de x , distintas de las 
trascendentes elementales. Puede entonces decirse que toda integral elíp - 


tica es expresable por medio de las funciones elementales: y 
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de estas tres nuevas funciones F(x) , Ef) , NM) 

Es necesario notar que, cuando se efectúa el cambio de variable (9) que trans 
forma la integral (1) en (11) se introducen, en general, los imaginarios, Un e— 
xamen más profundo de la cuestión muestra sin embargo que, si la integral (1) es 
real , siempre es posible modificar la sustitución (9) de modo de llegar a 
la forma (11) , con el módulo k2 real y tal que verifica la 0< 210%) 
Surge así que en las integrales (12) debe ser -1<x <1 

»— En las integrales elípticas (12) suele usarse la sustitución x=sen <P ycon 
siderarlas como integrales definidas entre los límites 0 y $ ¡se obtienen a- 
sí las siguientes funciones (donde queda en evidencia también la dependencia de los 


parámetros k , n ). 


P 
a] A. -] (se? 
E(p.k) pde El, k) T (1-52 sen? p de, 


di 
NO PEA O 
P 0 Ains) y 1 xk? senzp 


(13) 


que son denominadas integrales elípticas incompletas de 5 2 y 
3% especie. 
Se llaman, en cambio, integrales completas las deducidas de la prece- 


ys 
dente poniendo p= E , es decir, 


Y, 
Y 
| USE T 
0 


Visto 


(%) En el sentido que son reales las funciones racionales R y los coeficientes Ay, Aj p00--, 
a4 del polinomio P(x) , y que se supone x variable cn intervalos donde resulte 20) 30, 
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e E) 
E(x) = | > sentp dp ,  Tí(k,n)= S . AA 
0 0 (l+n senvp) V1-12 senzp 


De las integrales de 1? y 2% especie existen tablas numéricas . 


43 - Examine el lector a qué se reducen las integrales elíp- 


ticas (13) y (14) del ej. precedente, cuando el módulo k tien 


de a cero, oa 1 
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- Definición de derivada y reglas de derivación (Ej. 1,2,3)..........+ 
- Uso de la derivada logarítmica (Ej. 4) 

- Tangentes a curvas planas de ecuación y=f(x) (Ej.5) 
- Ejemplos de funciones con singularidades en la derivada (Ej. 6 


- Diferenciales y métodos abreviados de exposición (Ej. 13)... 
- Funciones hiperbólicas inversas y sus derivadas (Ej. 14)... 
- Derivadas sucesivas (Ej. 15, 16, 17) .......... 

- Aplicaciones de la fórmula de Leibnitz (Ej. 18, 
- Polinomios de Legendre, Laguérre, Hermite (Ej. 23) 
- Identidades obtenidas a trávés de la derivación de otras (Ej.. 24) 
- Cambio de variables (Ej. 25, 26) ............. 
- Funciones crecientes y decrecientes (Ej. 27) ..... 


CAPITULO IX Primeras nociones de cálculo integral para las 
funciones de una variable . 


- Cálculo directo de integrales (Ej. 1, 2, 3) . 
- Valor medio de una función (Ej. 4, 5, 6). o AT REO 
- Determinación numérica de una integral por “medio de las sumas in 

tegrales (EJ. T)..<<-Sión..5 DA O CA de a 
- Cálculo de integrales indefinidas mediante simples transformacio— 

nes de la función a integrar (Ej. 8,...., 18). 
- Integración por partes (Ej. 19, ..., 22) ... 
- Fórmulas de reducción (Ej. 23, 27) 
- Integración por sustitución (Ej. 28, 29). 
- Cálculo de integrales definidas (Ej. 30, 
- Fórmula de Wallis (Ej. 36) . . 
- Aplicaciones al cálculo de Áreas (Ej. 37, .. 


CAPITULO X Otras nociones de cálculo diferencial e integral 
para funciones de una variable, .......... o. .... 
- Concavidad y convexidad (Ej. 1)... 
- Interpolación lineal (ej. 2) ON RO 
- Aplicaciones del teorema de De L'Hospital Ej. E AS 
- Observaciones sobre el teorema de De L'Hospital (Ej. 11) 
- Gráficos de polinomios (Ej. 12, ...., 22)... 2ER 
- Gráficos de funciones racionales (Ej. 23, . 39)... 
- Gráficos de funciones irracionales (Ej. 40, ...., 48) . e 
- Gráficos de funciones exponenciales y logarítmicas (Ej. 49, 
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- Gráficos de funciones trigonométricas (Ej. 
- Ejericios propuestos (Ej. 71) 
- Resolución gráfica de ecuaciones (Ej. 72, 73) 
- Métodos para el cálculo aproximado de las raíces reales de una e- 

cuación (Ej. 74, 


- Búsqueda del mínimo y el máximo absoluto de una función (Ej. 82, 
a e ia A a at 
- Teoremas elementales sobre máximos y mínimos y aplicaciones 

(Ej. e TO) viaria SARA ía 
- la de Taylor (Ej. 101, + pS 
- Curvas regulares (Ej. 105, 113) . 
- Longitud de un arco de curva (Ej 114, 


CAPITULO XI A AAA A 


- Operaciones racionales sobre números complejos (Ej. 1, O A 
- Forma trigonométrica de los números complejos (Ej. 7, ...., 14) .... 
- Construcción geométrica de la imagen del producto y del cociente 

de dos números complejos (Ej. 15) 
- Una desigualdad notable (Ej. 16). 
- Raíces de los números complejos E. 17, deteca A 
- Propiedades de las raíces enésimas de la unidad: raíces primiti- 


AM > E MM A ñ 
= Sustituciones líneales fraccionarias sobre una variable compleja : 
transformación por radios vectores recíprocos (Ej. 32, ...., 35)..... 


- Uso de los números complejos para la a de ciertas 

regiones planas (Ej. 36) 
- La función exponencial en el campo complejo Ej. 37, 38) 
- Funciones circulares e hiperbólicas en el campo complejo(Ej. 39 


ET a st 
- Aplicaciones de la fórmula de Euler al cálculo de integrales (Ej. 
A RM A O A 


- Logaritmos y potencias en el campo complejo (Ej. 47, 48) . 


CAPITULO XI Matrices y determinantes ............o.o.ooo... 


- Cálculo de determinantes (Ej. 1, ...., 6)... ..o.ooooooooo.oo.o.oo. 
- Generalización del determinante de Vandermonde (Ej. 7) 
- Ecuación característica de una matriz cuadrada (Ej. 8) . 
- Determinantes hemisimétricos (Ej. 9) 
- Productos de matrices y de determinantes (Ej. 10, 11, 12). 
- Determinantes ortogonales (Ej. a 

- Determinantes circulantes (Ej. 14). 
- Derivada de un determinante (Ej. 15) . 


CAPITULO XII Sistemas de ecuaciones lineales 
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- Resolución de sistemas normales (Ej. 1, 2). HE 
- Resolución de sistemas no normales (Ej. 3, >» 3 A 
- Búsqueda de autosoluciones en un sistema homogéneo (Ej. 10, 11) al 
- Ecuación secular (Ej. 12) .......ooooooororrrerrrrrrare os 
- Observaciones sobre la matriz inversa de una matriz cuadrada re- 

gular dada (Ej. 13)..........«.. o» ooooooororrororsrsssó 
- Otra forma del teorema de Rouché (Ej. 14) 
- Dependencia e independencia lineal de las formas lineales. (Ej. 15) 
- Método de las reducciones sucesivas (Ej. 16) 
- Método de Banachiewicz (Ej. 17) .......-+ .. 
- Método de las aproximaciones sucesivas (Ej. 18) 


CAPITULO XIV Conjuntos de puntos de un espacio euclídeo ........ 


- Conjuntos de puntos del espacio euclídeo (Ej. 1, ...., 4)... ++... +++ 
- Qperasiocos sobre los conjuntos de puntos; distancia de dos conjun 
tos (Ej. la Din vara cs a SA a 
- Puntos ALnEoE exteriores, de frontera; conjuntos A ce 
rrados (Ej. 10, ..... MM)... o. <oooooo.....o.ocso 
- Puntos de acumulación (Ej. 15, 51 18) 20." 
- Conjuntos densos en si mismos (Ej. 19) 
- Dominios (Ej. 20) ............+..+ 
- Continuos acotados (Ej, 21, 22, 23) 
- Teorema de Heine-Pincherle-Borel (Ej. 24, 25) . 2S 
- Potencia de los conjuntos. Conjuntos numerables (Ej. 26) 
- Conjuntos no numerables. Conjuntos que tienen la potencia del con- 
tinuo (Ej. 27, 28). ....ooooboooo ooo ooo rm onmorrrrrananon.. 
- Ejemplo de un conjunto de funciones que tiene potencia superior a 
la del continuo (Ej. 29)........ o. ooooooo moco omo o ror$..rsa. 


CAPITULO XV Funciones de varias variables ................+.+. 


- Funciones de dos o más variables (Ej. 1, 2). ........«..«- +... ...+ 
- Líneas de nivel de una superficie z=f(x, y) (Ej. 3, 4) 
- Límites de funciones de varias variables (Ej. 5, 6, 7) 
- Mínimo y máximo límite de una función de varias variables (Ej.8, 


- Funciones continuas (Ej. 10, 11) 
- Complementos al teorema de Weierstrass (Ej. 12 
- Funciones semicontinuas y extensión del teorema de Weierstrass 

(Ej. 13) 


CAPITULO XVI Cálculo diferencial para las funciones de varias 
variables 


- Derivación parcial (Ej.1, 
- Diferencial total (Ej. 12, 13) 
- Derivación de las funciones compuestas (Ej. 14, 15) 
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- Derivada según una dirección (Ej. 16, 17) 
- Diferenciales totales sucesivos (Ej. 18) ............ «<<... ... 
- Sobre el teorema de invertibilidad del orden de derivación parcial 

lc ai da a bs la e EEN ias 
- Sobre el teorema del diferencial total; funciones diferenciables 

E tes sie alo Rara dad a y E al 
- Fórmula de Taylor (Ej. 21, 22)... 
- Funciones homogéneas (Ej. 23, 24) 
= Cambio de variables (Ej. 25, -.... Mecano ares 
- Superficies regulares; plano tangente (Ej. 29, 30). 
- Máximos y mínimos de las funciones de varias variables ( Ej. 31, 

A A A e 

- Método de los mínimos cuadrados (Ej. 45) 
- Interpolación con el método de los mínimos cuadrados (Ej. “46) 
- Transformaciones puntuales entre dos planos (Ej. 47) 


CAPITULO XVI Funciones complejas 


- Algunos complementos sobre las funciones holomorfías (Ej. 1)........ 
- Transformaciones conformes (Ej. 2) 


CAPITULO XVII Ecuaciones algebraicas ...........ooooooooo.. 


- Fórmula de interpolación de Lagrange (Ej. 1, 2) 
- División entre polinomios (Ej. 3, 4) 
- Máximo común divisor y mínimo. común múltiplo de polinomios 
A o o 
- Ecuaciones algebraicas (Ej. , 18) E 
- Relaciones entre o 5 cales de una ecuación al gobral - 
ca- Suma de las potencias de igual orden de las raíces (Ej, 19,. 


Sl Rosultante de dos polinomio: discriminante de un polinomio (Ej. 

A A O RA LA 
Acotaciones para las raíces de una ecuación algebraica (Ej. 34) ...... 
- Algunos teoremas sobre las ecuaciones algebraicas con coeficien- 

tes reales (Ej. 35) 


CAPITULO XIX Complementos de cálculq integral para funcio- 
nes de una Variable... 200 aerea redee 


- Integración de las funciones racionales (Ej. 1, ...., 11) ........... 
- Aplicaciones del método de integración por sustitución (Ej. 12, 
A E OO RO EN 
- Fórmulas de tuadratura (Ej. 29, 30) 
- Integrales definidas como funciones de una o varias variables (Ej. 
AO TN 
= Método de integración por derivación (Ej. 36, .. 
- Nociones sobre las integrales abelianas (Ej. 41)................. 
— Integrales elípticas... <<<... eosooororsarscnsrrccoons.» 
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